xplorar conceitos de simetria é

sempre uma tarefa incomum,

embora ela esteja presente em
muitas situag¢des de interesse, criando
padrdes que nos auxiliam no conceito de
organizagdo. J& a partir do nivel basico
de formacgdo, essa ferramenta muitas
vezes vem a desempenhar papel impor-
tante na solugdo de problemas o que a tor-
na indispensdvel no desenvolvimento de
aprendizados. Isso esta em conformidade
com os estudos sobre aprendizagem que
tém costumeiramente expressado a neces-
sidade da introdugdo de simetrias e suas
propriedades como uma parte da grade
curricular basica. Dessa forma, estar apto
a identificar linhas de simetria, con-
gruéncias e formas similares ¢ um desa-
fio que campos da mente humana ten-
dem a incorporar, e visando esse pro-
posito, apresentamos a aplicagdao da solu-

d

¢do de um problema simples: encontrar
as resisténcias equivalentes entre resistores
iguais em arranjos de configurag¢des
ctibicas (3D) e 0s mesmos circuitos expos-
tos em arranjos em formas planas (2D),
explorando as situagdes simétricas entre
as geometrias e verificando suas validades.

Arranjo hexagonal

Para resolvermos o problema envol-
vendo resistores conectados em uma geo-
metria ctibica deve-se explorar a simetria
do problema, e para isso o melhor a fazer
¢ estudar um caso um pouco mais sim-
ples, o bidimensional, e depois sim passar-
mos para o caso tridimensional.

Seja entdo o caso de resistores iguais
conectados na geometria como mostrado
na Fig. 1.

-
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Figural - Arranjo hexagonal plano.
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Neste trabalho propomos o estudo de um ar-
ranjo tridimensional de resisténcias elétricas para
explorar o uso da simetria como ferramenta de
resolugdo de problemas. Dessa forma, medindo-
se a resisténcia equivalente em trés casos distin-
tos, fazemos a comparagdo com um circuito
bidimensional equivalente, conseguido via
andlise da simetria distinta em cada caso.
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O problema tem simetria quadrada,
conforme pode-se ver pelas linhas
tracejadas AA’ e BB’. Entdo tudo que passa
em um quadrante € véalido para os demais.
Assim, temos para o quadrante superior
a esquerda, usando a lei das juncdes,

I,=2I +1, (1)

I =1+1, )

Usando agora a lei das malhas para o anel
acba, obtém-se

R(,-1,-1) = 0. (3)

Também, usando a mesma lei para o anel
OcbaO, temos que

R(-L, -1, + 1, + 1) = 0. (4)

Assim, temos quatro equagdes e qua-
tro incégnitas (que sdo as quatro corren-
tes).

Dessas equagdes, tira-se que I, = 31,
el, =4l

Usando a primeira equagdo das cor-
rentes, obtemos

1 3 2

ILi==—I, Iy=—I,.
157000 4 0 (5)

I.
’ 10

= — f -
S0
Precisamos agora de uma equagdo
que envolva a tensdo elétrica AV e a cor-
rente I, sendo a constante de proporcio-
nalidade a resisténcia equivalente R .
Fazendo uma circulagao pelo anel OabO’O
(passando pelo gerador), obtém-se facil-
mente AV - R(I, + I, + I,) = 0. Portanto,
4
R, = = R. (6)

e

Arranjo cobico com volfagem nos
vértices da face

Seja entdo uma associacdo de resis-
tores na forma ctibica, com os resistores
conectados ao longo de suas arestas. £ de-
sejado encontrar a resisténcia equivalente
desta associagdo quando uma diferenga de
potencial (ddp) AV ¢ aplicada nas extre-
midades do circuito, conforme mostrado
na Fig. 2a.

Deve ser notado que pela simetria do
problema existem pontos da ligacdo que
estdo no mesmo potencial. Estes pontos
estdo assinalados pelas letras A, B e C.
Assim, os pontos A estdo a um certo po-
tencial V,, os pontos B a um certo poten-
cial V,, e os pontos C a um certo potencial
V., sendo que estes valores podem diferir
entre si. Essa associagdo pode ser melhor
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Figura 2a - Arranjo ctibico com a voltagem aplicada nas extremidades de uma face.

trabalhada se a esquematizarmos na for-
ma alternativa mostrada na Fig. 2b. As-
sim, podemos explorar a simetria da parte
superior das conexdes mostradas pela
linha tracejada OO’. Pela lei das jungdes,
temos que no ponto Y’

I,=1+1, (7)
no ponto O,
1, =2I, (8)

e, no ponto a,
L=1I+1I,. 9)

Pela lei das malhas, fazendo a circui-
tagdo no anel XOaa’O’YX, obtemos
AV =RQI, +1,). (10)

(b) a I,

Fazendo a circuita¢do no anel aa’b’ba,
- R, -1,-2I,-1,) = 0, fornecendo

I, =4l (11)

4

Da terceira equagdo das jungdes, tira-
mos que I, = (5/4)I,, e, da primeira equa-
¢do das circuitagdes, AV = (14/5)RI..

Usando a segunda equagdo das jun-
¢Oes, tem-se AV = (7/5)RL,. Precisamos
agora de uma equagao que fornega AV em
fungdo de I, para termos a resisténcia
equivalente. Fazendo a circuitagdao

XX'Y'YX, temos que
AV-RI, =0—>AV =RI, (12)

e comparando estas duas tltimas equa-
¢Oes para AV, tem-se que I, = (7/5)1,.
Usando a primeira equag¢do das jun-

AN 2

1, 7 L
AW\
I 1
X AN Y
e o
X [; Y

| i

Figura 2b - Arranjo bidimensional equivalente ao circuito anterior tridimensional.
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¢oes,
==, (13)

12

tem-se, portanto, que

7 7
AV ==Rly > Ry =75k (14)

Arranjo cubico com voltagem na
diagonal da face

Seja agora a ddp aplicada nas extre-
midades do circuito, conforme mostrado
na Fig. 3a.

Novamente, deve ser notado que pela
simetria do problema existem pontos da
liga¢do que estdo no mesmo potencial.
Estes pontos estdo assinalados pelas letras
A, B, C e D. Assim, os pontos A estdo a
um certo potencial V,, os pontos B a um
certo potencial V,, os pontos C a um certo
potencial V. e os pontos D a um certo
potencial V, e estes valores podem ser
iguais ou diferir entre si. Essa associagdo
pode ser melhor trabalhada se a esque-
matizarmos na forma alternativa, confor-
me mostrada na Fig. 3b.

Dessa forma, podemos explorar a
simetria das conexdes mostradas pela li-
nha tracejada OO’ e AA'. Temos, por este
esquema, e aplicando a lei das jung¢des nos
pontos b e ¢, respectivamente que

I =1: I=1 (15)

I,=2I; I,=0; I,=2I +1, (16)

Pela lei das malhas, fazendo a circui-
tagdo no anel XabedX, obtém-se

RU, +1,-1,-1) =0 (I, =0). (17)

Substituindo I, = (1/2)I,, tira-se I, = (3/2)I,,.
Usando I, =2I, +1I,, tem-sel, = (8/3)I,, ou,
ainda, I, = (3/8)I,. Substituindo esta tlti-
ma na equagdo para AV, tem-se uma equa-
¢do que relaciona a ddp e a corrente I . A
constante de proporcionalidade ¢ a resis-
téncia equivalente procurada. Portanto,

3 3
AV == RIy Ry =R (18)

Arranjo cubico com voltagem na
diagonal

Seja, por fim, a aplicagdo da ddp apli-
cada nas extremidades do circuito, confor-
me mostrado na Fig. 4a. Mais uma vez
deve ser notado que pela simetria do pro-
blema existem pontos da liga¢do que estdo

Fisica na Escola, v. 9, n. 2, 2008
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Figura 3a - Arranjo cibico com a voltagem aplicada nas extremidades da diagonal de
uma das faces.
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Figura 3b - Arranjo bidimensional equivalente ao circuito anterior tridimensional.
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Figura 4a - Arranjo cibico com a voltagem aplicada nas extremidades de sua diagonal.
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Figura 4b - Arranjo bidimensional equivalente ao circuito anterior tridimensional.
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Figura 4c - Arranjo equivalente ao circuito anterior explorando o fato das resisténcias

terem o mesmo valor.

no mesmo potencial. Estes pontos estdao
assinalados pelas letras A e B. Assim, os
pontos A estdo a um certo potencial V, e
os pontos B, embora possuam o mesmo
potencial V,, podem diferir de V,. Essa
associacdo pode ser melhor trabalhada se
a esquematizarmos em uma forma alter-
nativa, primeiramente como mostrada na
Fig. 4b, e, explorando o fato especifico de
que todas as resisténcias tém o mesmo
valor, podemos deixar a configuragdo
conforme mostrada na Fig. 4c.
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Assim, podemos explorar a simetria
das conexoes e sem dificuldades encon-
trar a resisténcia equivalente para este
caso,

Reg :zR,

(19)
Discusséo

Deve ser notado que a configuragao
exibida na Fig. 4c € essencial para facilitar
o calculo da resisténcia equivalente, e s6 é

Simetria e configuracdo ctbica de resistores

possivel de ser obtida devido ao fato dos
potenciais V, e V,, nas jun¢des A e B, res-
pectivamente (mostradas com a nomen-
clatura para comparacdo com as jungoes
da Fig. 4a), terem os mesmos valores (re-
sisténcias iguais). Em outras situagdes,
onde os valores das resisténcias sejam dife-
rentes, ndo haverd simetria (potenciais nas
jungdes ndo devem se manter constantes),
ndo permitindo um rearranjo e a situagao
serd de dificil resolucdo analitica. Cabe
salientar também que ¢ uma tarefa facil e
de baixo custo montar os circuitos elétri-
cos, conforme exibidos nas figuras ante-
riores, onde o valor da resisténcia deve ser
avaliada de acordo com o cdédigo de
identificagdo de cores padronizadas. Isso
feito, busca-se, por meio dessas atividades,
permitir que o estudante do ensino médio
tenha um exemplo de como a simetria
ocorre e visualize e entenda a aplicagdo
desta ferramenta na solugdo de problemas
que eventualmente aparentam ser de difi-
cil tratamento. Propomos entdo ao pro-
fessor que submeta aos estudantes os
arranjos de resisténcias em 3D e por inter-
médio de sugestdes, que os alunos ve-
nham a explorar as simetrias do proble-
ma, montando assim os circuitos em 2D
equivalentes, tornando sua resolugdao
mais facil.
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