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Este artigo discute algumas caracterfsticas
interessantes do chamado péndulo elastico.
Consideramos um regime, que pode ser obtido
facilmente em um laboratério. A medida que
se acrescenta pequenos pesos ao suporte, obser-
vou-se trocas de energias relativas aos movi-
mentos de oscilagdo do tipo massa-mola na
direcdo vertical e do tipo de péndulo no plano.
Realizamos algumas medidas simples que ilus-
tram o fendmeno de ressondncia.
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sistema que investigaremos,
conhecido como péndulo
elastico (veja Fig. 1), possui
um comportamento bastante intri-
gante que exibe uma riqueza muito
grande de fendmenos raramente
encontrada em sistemas tao simples.

Normalmente, em uma aula
introdutéria sobre movimento har-
monico simples, um exemplo muito
explorado € o de um sistema formado
por um conjunto de pesos fixados em
uma mola e que apés uma per-
turbagdo inicial (elongacdo ou com-
pressdo vertical) comega a oscilar.
Nesse caso, quando se coloca uma
quantidade de pesos conveniente na
mola, a oscila¢do se d4 apenas na dire-
¢do vertical e é causada pela elastici-
dade da mola que produz uma for¢a
restauradora. Quando o sistema ¢
posto a oscilar, sua freqiiéncia natu-
ral de oscilagdo pode ser obtida sem
maiores dificuldades. Infelizmente,
pouco se chama a aten¢do, na maioria
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dos livros-texto, sobre outros tipos de
fendmenos que podem surgir (e fre-
quentemente surgem mesmo!) sobre
o tema em um laboratério didatico
de Fisica. Quando se varia a quanti-
dade de pesos, podemos notar que o
movimento de oscilagdo do sistema
ndo permanece apenas na vertical.
Além disso, para uma certa quanti-
dade de pesos em particular, podemos
notar que a oscilagdo da mola cessa
por um breve instante de tempo e o
sistema realiza um movimento tipico
de péndulo. Pode-se também observar
cuidadosamente a continua troca de
energia entre as oscilagdes verticais da
mola e horizontais do péndulo até que
todo o sistema péra de oscilar. Na
Tabela 1 mostramos os valores medi-
dos para vdérias molas para os quais
esta condicdo de ressonéncia é verifi-
cada. Para construir tal tabela, inicial-
mente determinamos os valores das
constantes de elasticidade das molas
consideradas, medindo a elongag¢do da
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Figura 1. Esquema do péndulo elastico. Uma mola ¢ fixada em um ponto e com a agjuda
de um suporte, pesos sdo adicionados. Nos esquemas (a) e (b) sdo mostrados o compri-
mento da mola L, a elonga¢do Z que ocorre quando pesos sdo fixados na mola e o

comprimento do péndulo considerado L,.
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Tabela 1. Valores para molas onde a condi¢do de ressonancia ¢ verificada.

L, k M L, (f./f,)* = kL,/Mg
(cm) (N/m) (g) (cm) (cm)

4 17,8 116 24,6 3,9

5,5 95,1 567 10,0 23,6 4,0

5 43,4 268 11,0 24,4 4,0

6 72,6 405 10,6 22,2 4,1

Nas medidas acima, o suporte tem uma massa de 4 g e um comprimento de 14 cm. f, e
f, representam as freqiiéncias naturais de oscila¢do do movimento do tipo massa-mola
e do tipo de péndulo, proporcionais a (k/M)'* e (g/L,)"*, respectivamente. Na tltima
coluna sdo apresentados os valores aproximados de (f,/f,)*. L,: comprimento da mola;
k: constante de elasticidade; M: massa total; Z: distensdo da mola e L,: comprimento do

péndulo.

mola para varias massas fixadas a ela.
Os valores da massa total do sistema,
da distensdo da mola e do compri-
mento do péndulo apresentados na
tabela sdao aqueles nos quais a troca
de energia entre os movimentos de
oscilagdo nas direc¢Ges vertical e hori-
zontal acontecem de maneira mais
perceptivel. £ preciso comentar que
para valores de massas proximos aos
apresentados, o fendmeno também ¢
parcialmente notado. Para valores
muito afastados destes, tanto para
cima como para baixo, outros tipos
de comportamento sdo verificados.
Para massas bem superiores as apre-
sentadas, a frequéncia de oscilacdo
diminui e todo movimento ocorre
predominantemente na dire¢do verti-
cal. Para massas menores, a frequén-
cla aumenta mas o sistema ndo per-
manece oscilando apenas na dire¢dao
vertical.

O sistema apresentado € extrema-
mente sensivel as condi¢Oes iniciais.
Na situagdo onde sepode observar de
maneira mais nitida as trocas entre
os movimentos de oscilagdo do tipo
massa-mola na dire¢do vertical z e do
tipo de péndulo no plano x-y, consi-
deramos que o sistema era solto na
vertical, a partir de uma elonga¢do da
mola z aproximadamente igual ao
dobro do comprimento da mola L,
ou ainda quando ndo havia elongacdo
alguma da mola, ou seja, quando z
era igual ao préprio comprimento da
mola. Nesta situacdo, o sistema
oscilava e ap6s algum tempo realizava
o movimento de péndulo simples no
plano x-y e depois retornava a oscila-
¢do do tipo massa-mola na vertical.
Tais trocas de energia acontecem
sucessivamente até todo o movimento
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se extinguir.

Outro aspecto interessante a res-
saltar ¢ a obtencdo de modos nos
quais ndo ocorre esta troca de energia.
Neste caso, a partir de uma condig¢do
inicial bem definida, estes modos
podem ser obtidos e se apresentam
praticamente estaveis. Na Fig. 2,
ilustramos estes dois modos. O modo
A pode ser obtido a partir de desloca-
mento do sistema da vertical com
uma certa elonga¢do da mola. Neste
caso, podemos constatar que definin-
do as varidveis r e 6 associadas ao
movimento do tipo oscilador harmo-
nico (massa-mola) e do tipo péndulo,
os dois movimentos se ddo em fase.
Ou seja, quando a elongag¢do da mola
¢ minima o angulo 6 em relacdo a
vertical também o é, e da mesma for-
ma quando a elonga¢do da mola ¢
maxima, o sistema também se desvia
o maximo da vertical. No modo B, as
oscilagdes se ddo fora de fase. Quando
a elongacdo da mola ¢ minima (ma&-

xima) o desvio da vertical é maximo
(minimo).

Como j4 afirmamos, o sistema ¢
altamente sensivel as condi¢Oes ini-
ciais, revelando movimentos dificeis
de serem descritos de forma simples
na maior parte das vezes. Nas condi-
¢oes especificadas na Tabela 1, e com
as condigdes iniciais a fim de obter os
modos A e B, € possivel realizar me-
didas aproximadas das freqiiéncias de
oscilagdo dos dois modos. Consi-
derando agora a situacdo inicial, onde
o sistema € posto a oscilar na vertical
com amplitude minima, observamos
sucessivas trocas de energia entre os
movimentos do tipo péndulo e do tipo
massa-mola. A freqiéncia com que
ocorre esta troca de energia é aproxi-
madamente igual a diferenga entre as
freqiiéncias dos modos AeB:f, -f,.
Neste caso, o sistema se comporta
aproximadamente de maneira andlo-
ga ao comportamento de um sistema
de dois osciladores harmonicos
acoplados. Na Fig. 3 sdo apresentados
os graficos resultantes do comporta-
mento da elongacdo da mola r e do
angulo 6 em relacdo a vertical para
alguns valores medidos. Realizamos
pequenos filmes dos movimentos
encontrados nos modos A e B, e da
situagdo representada pela Fig. 3, onde
ocorre a troca de energia entre os
movimentos de péndulo e massa-
mola’. Um excelente exercicio de

7

investigacdo é comparar o movi-
mento do sistema neste ultimo filme
com o mapeamento realizado a partir

Modo A

Modo B

Figura 2. Modos normais de oscilagdo A ¢ B. O modo A realiza um movimento pulsante
no plano x-y e € obtido a partir da condigdo inicial onde a distensdo da mola ¢ maxima
e o sistema posto a oscilar fora do eixo vertical, enquanto o modo B realiza um movimento
do tipo péndulo no plano x-y e é obtido a partir de uma distensdo minima da mola
quando o sistema ¢ posto a oscilar fora do eixo vertical.
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aproximadamentede 5s, 10se 15 s,

0,04 [l bl

0.0 o sistema retoma sua oscilagdo na
— direcdo vertical. Na situagdo analisa-
% 0,00 _ 1 1 da, as oscilagdes do tipo massa-mola

=0,02 FetfAbAre= - Y acontecem com uma frequéncia

-U,% aproximadamente duas vezes maior

que as oscilagdes do tipo péndulo.
Diante da riqueza e da beleza dos
fendmenos que surgem neste experi-
mento tdo simples, acreditamos que
este possa ser trabalhado de uma
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0 maneira extremamente motivadora e
=30 . .
0 2 4 6 8 10 12 14 desafiadora com estudantes em dife-
t(s) rentes niveis de aprendizado®.

Figura 3. Comportamento da elongac¢do da mola e do deslocamento angular do péndulo
elastico quando solto da vertical. Inicialmente o péndulo foi solto na vertical com a
mola comprimida. Nesta situacdo, realizamos as medidas para a mola de constante
elastica k = 73 N/m. Os modos de oscilagdo A e B, tiveram freqiiéncias medidas de
aproximadamente 1,2 Hz (18 oscilagdes em 15 s filmados) e 1,0 Hz (15 oscilagdes em
15 s filmados), respectivamente.

Nota

!Estes filmes podem ser encontrados no sitio
www.unifev.edu.br/fisica na sala de
experimentos de oscilagdes e ondas.

2No sitio http://www.maths.tcd.ie/
~plynch/SwingingSpring/SS_
Home_Page.html h4d uma lista de
referéncias sobre o tema e experiéncias
virtuais.

bidas pelos deslocamentos angulares
maximos observados aproximada-
menteem 3 s, 8 s e 12 s. Nos tempos

das medidas descritas na Fig. 3. E
possivel notar que nos 15 s filmados
ocorrem trés trocas de energia perce-
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