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Esta se¢do apresentard problemas desafiadores
que tém sido propostos em olimpiadas, ginca-

nas e livros e comentard a solugdo dos mesmos.

26

Problemas
Olimpicos

O calor espe-
cifico do petréleo pode ser de-
terminado misturando-se quanti-
dades conhecidas de petréleo e 4gua a
uma temperatura também conhecida
em um calorimetro. A temperatura
da mistura pode ser facilmente medi-
da. Conhecendo-se os calores especi-
ficos e a massas do calorimetro e da
4gua, pode-se calcular o calor especi-
fico do petrodleo.

Solugao alternativa: Aquece-se
4gua no calorimetro com a ajuda do
aquecedor elétrico e anota-se a tem-
peratura durante alguns intervalos de
tempo. Repete-se o experimento usan-
do o petréleo com as mesmas quanti-
dades como feito para a 4gua. Faz-se
um grafico da temperatura como
funcdo do tempo, tanto para a 4gua
como para o petréleo.

Sejam:

m_: a massa de agua
c: calor especifico da 4gua
m : a massa do calorimetro
c: ocalor especifico do calorime-

tro
: a massa de petréleo usado no
experimento
o calor especifico do petréleo
o tempo de aquecimento
a temperatura no tempo t
: a temperatura dos liquidos
emt=0
calor absorvido pelo calori-
metro por segundo

2

= = T

=

(m,c,+ m_.c)(T-Ty = Ht.

Ht

T
m,c, + m.c,

- TO.

Sejam a e b as inclina¢des das retas
dos graficos para a 4gua e para o pe-

tréleo, respectivamente, ou seja:

H

d= —mm—
maca+ m.c,

H .
mpc P + m.c,
Lembrando que m , massa do pe-
tréleo liquido € igual a massa de 4gua,
m =m, entdo
i _ m, Cp + M. G

b m,c, + m.c,

Ou seja, sabendo-se o calor espe-
cifico da 4gua e do calorimetro (c,e
c.) o calor especifico do petroleo pode
ser calculado.

Como

a temperatura do solo pode ser
aumentada rapidamente pelo

Sol, o ar perto do chao serd mais
quente do que o ar na altura dos
olhos. Como resultado, o indice de
refragdo do ar préoximo ao solo sera
menor do que o indice de refracdo do
ar para pontos afastados do chdo.
Quando o andarilho olha para baixo
(seus olhos estdo a mais de um metro
de altura em rela¢do ao solo) ele vé
“4gua” a sua frente para pequenos
angulos de depressdo i. Ocorrera
reflexdo total quandor = 90° ¢ entdo

n, sen(i) = n, sen(90°)

sendo n, o indice de refragdo a altura
dos olhos. Quando o andarilho se mo-
ve na direcdo da “dgua” o fendmeno
persiste, pois a posicdo da “dgua”
também se afasta do andarilho. Se a
temperatura ndo se alterar, o fend-
meno sO € observado para um certo
angulo.

Sejam n, o indice de refracdo do
ar a a temperatura T, = 30 °C, n,, 0



Figura 1.

indice de refra¢do para a temperatura
T, = 15 °Cen, o indice de refracdo de
uma camada de ar em contato com o
solo e T a temperatura desta camada.
Desta forma,
n, sen(i) = n, sen(90°)
A Figua 1 ilustra o fato experi-
mental. A partir dela, temos:
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tg(i) ==——— =

i =89°38’
16 i 3

n, sen(89°39’) = n O n = 0,99998n,,

Do problema, temos que
I'lT -1= pT
n_ -1
ar P
o My T 1 ~pA2
Aplicando a equagdo de estado de
gds ideal a pressdo normal e volume
constante, sendo que somente a den-
sidade e a temperatura sdo varidveis,

m
PV= —RT/
M

em que m ¢ a massa do volume de ar
em consideracdo e M a massa molar
(a temperatura deve ser dada em
Kelvins; temos T, = 303 K, T, = 288 K
eT=(273+D)K

Assim,
P= L RT = M = pT = constante
M R 0
288
T, = T, =p,; T =>_A1L __~"—
Pazt2= Partt = Pr by~ 303
Pr 288

Pyy 273+ D
Substituindo em (1), obtemos

n -1 288
—AaL =% - n, =1.000262

0.000276 303

Desta forma,
ny -1 _ pr '

Nay -1

Pas

Usando o resultado da Eq. (1)
obtemos n, = 1.000242. Substituin-
do este valor na equacdo acima
resultara em

44— 250m —p

C=554°C

A precisdo da temperatura cal-
culada acima depende enormemente da
acurdcia dos valores medidos da tem-
peratura e indice de refracdo do ar.

Uma possivel cons-
trugcdo de uma maquina deve
basear-se em dois principios:

1) em uma mistura de dois gases
ndo reativos ocupando um mesmo
recipiente, a pressao total da mistura é
igual a soma da pressdo parcial de ca-
da gds. Por pressdo parcial entende-se
a pressdo que cada gés teria se ele ocu-
passe sozinho o mesmo volume na
mesma temperatura.

ii) Se uma membrana permeavel a
certo tipo de gas for colocada no reci-
piente dividindo-o em duas partes, a
pressdo parcial deste gas serd a mesma
nos dois lados da membrana.
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2 Molécula de ar
& Molécula de gas mais pesado
No diagrama, o cilindro superior
possui duas aberturas que sdo fecha-
das com membranas permedaveis. Na
abertura da esquerda coloca-se uma
membrana permeével somente ao gas
mais pesado que o ar e que pode ser

controlado com uma vélvula (a). A
abertura do lado direito é fechada com
uma membrana permedavel ao ar, mas
sem nenhuma vélvula de controle. No
meio deste cilindro hd um tubo com
vélvula (b) conectando-o ao tanque
cheio com o gas mais pesado que o ar
havendo também uma membrana
permedvel a este gas.

Operacdo da maquina térmica

1) Com a valvula (a) fechada e a
vélvula (b) aberta, o gas inerte do tan-
que ir4 fluir para o cilindro até que as
pressoes parciais dentro do cilindro
atinjam 1 atm. Durante este processo
a pressao total dentro do cilindro ir4
crescendo gradualmente até atingir o
valor de 2 atm. Observa-se entdo que
0 gas mais pesado realiza trabalho en-
quanto o ar ndo o faz, uma vez que as
pressoes dos dois lados da membrana
permedvel ao ar sdao as mesmas.

ii) Fecha-se a valvula (a) para pa-
rar o movimento do pistao.

iii) Enquanto a valvula (a) esta fe-
chada, abre-se a valvula (b) para per-
mitir que o g4s mais pesado saia para
a atmosfera. O pistdo gradualmente
retorna a posi¢do inicial. Quando o pis-
tao parar, havera somente ar dentro do
cilindro superior.

iv) O ciclo da maquina térmica foi
completado. A operagdo para o proxi-
mo ciclo é realizada, voltando-se a ope-
racdo (i).

Se o cilindro e o pistdo sdo feitos de
um material condutor perfeito, o pro-
cesso serd isotérmico.

O trabalho produzido pela maqui-
na serd igual ao trabalho realizado pe-
lo g&s mais pesado, isto é:

[pav=[RL dy=- ln(%).

Aparentemente, o
material ejetado do centro da fonte de
radio GRS 1915+105 se afasta com
velocidade superior a velocidade da
luz. Na verdade, trata-se de uma
ilusdao causada por um efeito de
perspectiva, como veremos:

a) A tabela abaixo foi obtida
medindo as distancias na figura 3.1.
Os angulos estdo em segundos de
arco. Com esses valores, tragamos o
grafico pedido (veja mais abaixo) e

27



achamos as velocidades angulares dos
dois objetos ejetados.

Dia At (dias) 6, () 8, ()
27/3 — — —

03/4 7 0,24 0,15
09/4 13 0,36 0,20
16/4 20 0,47 0,26
23/4 27 0,60 0,32
30/4 34 0,72 0,38

Nossa estimativa é que o erro nes-
sas medidas seja da ordem de +0,015
s.a. nos valores de 6.

{e,.6,

o Objeto 1
<]
Objeto 2
10 20 30
At / dias

A partir desse grafico, podemos
obter os valores de w, e w,:

w, = 1,0 x 10"* rad/s

w, = 0,5 x 10"* rad/s.

Usando R = 12,5 kpc , onde 1
kpc = 3,09 x 10" m, obtemos as
velocidades pedidas:

v, =wR=380x10"m/s

e
v,=w,R=19x10°m /s.
b) Solug¢ao do paradoxo (v > c).
2° pulso
ObsW</AX&’it
% s
Ry l/
1° pulso

A velocidade transversal aparente
v’, para o observador da Terra, ¢ a
distancia transversal percorrida
dividida pelo tempo de chegada dos
sinais que partem em instantes
diferentes da fonte de radio. Se o pri-
meiro pulso sai no instante t = O e per-
corre a distancia R, chegara ao obser-
vador no instante T,. O segundo pulso
sai no instante t e chega no instante
T,, ap6s percorrer a distancia R,.

Queremos achar v’ em termos de
B = v/c, R e @ Pela figura, temos:
R, OR, + b ¢ t cos @. A aproximagdo
se justifica, pois o angulo é muito
pequeno.
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Como os pulsos viagjam com a
velocidade da luz ( ¢ ), temos:

_Ry+Pctcos ¢ _Ry

T 2 4 Btcos ¢

C C

R
C

Logo,

AT =T,-T, =t (1 B cosq).

A distancia transversal percorrida
pelo objeto, aparentemente, ¢ Ax =
B ct sen@.

Logo, a velocidade transversal
aparente sera:

Ve Ax _ Bcsend
At 1-PBcos ¢’
que ¢ a expressdo pedida.

A velocidade angular ¢, simples-
mente,

v' __cPBsend
R R(1-Bcosd)

Podemos usar o fato de @ ser
pequeno para obter uma expressao
aproximada para v'.

Temos

W=

seng Utge U@
e
cos@ (1 —sen?@)* 01— Y2 sen’@
O1-¢ /2.
Logo,

v’=L¢2_

1-PB +Bo

2

Se admitimos que v Oc, temos
BOlev’ =2c/@

Veja que, quando @ = 2 rad,
v’ = ¢. Portanto, para todo angulo
menor que 2 rad, a velocidade apa-
rente do objeto é maior que a veloci-
dade da luz.

c) Observe a figura abaixo.
Observador

A%
3 - X v
90:?1)\
Os objetos se movem em sentidos
opostos, sendo @ o angulo do objeto
1, na figura acima. Queremos uma
expressdo para esse dngulo @e para a
razdo 3 em termos das velocidades
angulares w e w, dos objetos e da
distancia média R.
Usando os angulos vistos na
figura, obtemos:

_ _PBcsend
W1 R(1 - B cos 0)

e
_ Pcsend
Wz_R(l + B cos ¢)'

Usando essas expressdes e um
pouco de &lgebra, chegamos a uma
expressao para o dngulo:

¢ = arctg [M]
c(wy-wy)

Do mesmo modo, obtemos a re-
lagdo:
po__ Wit

cos d(wy + wy)

Agora, basta usar os valores de
w, e w, obtidos no item (a), além do
valor dado de R e temos:

@ = arctg (2,56) = 1,2 rad = 69°
e
B=0,89.

d) Condigdo para que v’ > c.

Como v’ = Bcsen@/(1 - cos®),
vemos que v’ > c quando [ sen@/(1
- Bcosg > 1.

Isso equivalea 3 > 1/(sen@+ cos@).

Podemos, entdo, tragar vdrias
curvas de 3 = B(¢) para véarios valores
de v'.

v = 5¢C
v = 2c
1,0
B v=c
0,5 v =0,5¢c

/4 /2

A figura acima mostra a regido
em que v’ > ¢, como pedido.

e) Para achar v’ derivamos v’
em relagdo a @ e igualamos a zero.
Obtemos:

d (z )_ B(cos 0—B)

do| ¢ | (1-Bcoso)?’

Logo, cos @ = B.
Portanto,
v =ﬁCV1_B2 _ BC .
max 1-B2 \/W
Assim, quandob - 1, v’/ - oo
f) Usamos as expressdes para o
deslocamento Doppler, dadas no texto

do problema:
A1_1-Bcoso e Ay _14Bcosé
Somando uma com a outra, po-
demos retirar o valor de 3 pedido:

ol AN )
= e

Portanto, o coeficiente vale 4.




a) A primeira coisa a fazer € calcular a chamada “massa
efetiva” do foéton. Esse cédlculo utiliza duas das mais
importantes equagdes da fisica: a famosa equagdo de Einstein,
E = mc?, e arelagdo de Planck entre a energia do f6ton e sua
freqiiéncia, E = hf. Combinando as duas, obtemos a massa
do féton como: m = hf/c2.

Um féton emitido da superficie de uma estrela perde
energia para vencer a atragdo gravitacional. Quando a ener-
gia E diminui, a frequéncia f deve diminuir, pois a
velocidade da luz, ¢, é constante.

Consideremos um féton em duas posi¢des diferentes,
deixando uma estrela de massa M e raio R.

Na posi¢do que dista r, do centro da estrela, a freqiiéncia
do foton é f.. Na posi¢do mais distante, r,, a freqiiéncia é f,.

Como sabemos, a energia potencial gravitacional de
um corpo de massa m, distando r de outro de massa M, ¢
dada por E = -GMm/r , onde o sinal negativo indica
atragdo entre os corpos.

A energia potencial do féton nas posicdes r, e r, serd,
portanto:

E =-GMm/T, e E = - GMm/r,
A energia total do féton deve ser constante. Logo:
hf -GMm/r, = hf - GMm/r,
donde:

1 1
h (fi - ff) =hAf =GMm [E— §:|
Usando m = hf/c* nessa equagdo, obtemos:

hf | 1 1
hAf=GMT _———
C I’i I‘f

Logo:

Se o féton sair da superficie da estrela e escapar
completamente da atragdo gravitacional, teremos

r=R er =o
donde

’

Af GM

f ¢ ’R

O sinal negativo indica que a frequéncia diminui
quando o féton se afasta da estrela. Isto ¢, o comprimento
de onda do féton aumenta. Essa € a razdo de se dizer que
houve “deslocamento para o vermelho” devido a atragdo
gravitacional.

b) A relagdo achada no item anterior fornece a razao
M/R da estrela, medindo-se f e Af. O enunciado desse item
sugere um modo de se obter os valores de M e R,
separadamente.

Fétons sdo emitidos por fons de hélio na superficie da
estrela e devem ser absorvidos por outros ions de hélio em
uma nave que estd a uma distancia d da superficie da
estrela. Para que isso acontega, é necessario que a energia
do féton, ao chegar a nave, seja exatamente igual a energia
com que foi emitida na estrela. Mas, de acordo com o que
vimos no item anterior, hd um decréscimo na freqiiéncia
do féton ao ir da estrela até a nave. Logo, sua energia ndo
serd suficiente para excitar o ion de hélio na nave.

A diferenca relativa de freqiiéncia do féton entre a
superficie da estrela e a nave ¢é

Af _ GM [ 1.1 ]
f 2R R +d

Para compensar essa perda de energia, usa-se o efeito
Doppler. Move-se o ion de hélio da nave com velocidade v
na dire¢do do féton que chega. Bastard imprimir uma
velocidade que seja suficiente para compensar a perda de
energia por efeito gravitacional.

Se a frequéncia do féton, ao chegar a nave, for f, a
frequéncia observada por um fon que se move com
velocidade v na diregdo desse féton sera:
fo
Vv (Doppler)

C

f =
1-

Chamando v/c de B, teremos:

f=—0 o f-fB=fy.f-fy=Af =fp

—0
1-B°
ou

£h=8
f
Para que haja absor¢do (ou ressonancia, como se diz)
entre o foéton e o ion, basta que as duas variagdes relativas
de freqiiéncia, uma devida a gravitacdo e a outra devida
ao efeito Doppler, se compensem mutuamente. Em outras

palavras, basta que a soma delas seja zero.

(1 1
- — |+ =O
R R+d] P

Dai, vem:

poamf1 1 ] amf1 1 ] em[ a4
2[R OR+d[ 2 |R R+d] 2 [RR+4
O texto do problema nos d4 uma tabela com os valores
obtidos experimentalmente da velocidade necesséria para
haver absor¢do em diferentes distancias d até a superficie
da estrela. Desses ntmeros, queremos obter M e R,
separadamente.
Cabe usar, nesse ponto, um truque esperto,
convertendo a curva da equagdo acima em uma reta. Isso
se consegue invertendo a equacdo toda. Ficamos com:

1_c |RR+d) |_c?R1, 1

B GM d - GM|d R
Chamandox = 1/d, v = 1/A,A=cR*/GMeB = A/
R a equagdo fica sendo, simplesmente, v = A x + B, isto ¢,
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a equagdo de uma reta.
Antes de tracarmos essa reta fazemos uma mudanga
de escala conforme mostrado na tabela abaixo:

1/B (10®* m™")0,0260,0500,075 0,111 0,500
1/d (10° m™)0,2980,305 0,313 0,325 0,338

Com os nimeros dessa tabela tragamos um grafico
semelhante ao visto na figura abaixo.

0,351
0,341
0,331
0,321
0,311
0,301 ]
T
0,05 0,10 0,15

Dele, tiramos a intersecao
B=0,29x10°
e a inclinacdo
A=B/R=32x10"
Dai, obtemos
R=B/A = 1,10 x 10® metros.

Substituindo esse valor de R em A, obtemos a massa

M da estrela:
M=c*R*/AG = 5,11 x 10*° kg.

¢) Pede-se que mostremos que o efeito de recuo nos
atomos de hélio, ao emitir ou absorver fétons, ¢ despre-
zivel. Realmente, ao emitir um féton, o atomo “rouba”
um pouco da energia emitida para recuar, como um rifle
ao atirar uma bala. Se o a&tomo, antes da emissdo, tem
massa de repouso m, depois dela terd massam_ < m,. A
energia total antes da emissdo serd apenas a energia de
repouso do 4&tomo m,c*. A energia total depois da emissdo

sera:
E = ﬂpzc2 + (m‘o)zc4 + hf,

A diferenga de energia que vai para o foton é:
AE = (m,—m,")c*.

A conservacdo de energia da:

/ , 2
m0c2= p2C2+(m o) ¢t +hf.

A conservacdo do momentum da: p = hf/c, onde p é
o momentum do 4&tomo no recuo.

Depois de uma pequena algebra usando essas
expressoes acima, achamos:

AE
hf = AE|:1 ZmOCZ :|

Lembre que m c* € a energia de repouso do 4tomo e AE
¢ a energia do foéton.

Pelos dados, vemos que a energia de repouso do atomo
de hélio ¢ da ordem de 4000 Mev, enquanto a energia do
féton emitido é, no maximo, 24,5 eV.

Logo, o deslocamento da freqiiéncia f devido ao recuo
¢ muito pequeno comparado com Af devido a gravidade.
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Uma bola de massa M = 0,2 kg repousa sobre um

poste vertical de altura h = 5 m. Um projétil de

massam = 0,01 kg desloca-se com uma velocidade
de 500 m/s na dire¢do horizontal antes de passar pelo
centro da bola. A bola atinge o solo a uma distancia de
20 m a partir da base do poste.

a) Determine a que distancia o projétil atingira o solo.

b) Quanta energia cinética do projétil ¢ transformada
em calor?

I OIF

Varsoévia, Polonia (1967)

Uma vareta de madeira fazendo um angulo o com

0 eixo dos x gira com velocidade angular w. Colocado

na vareta hd um anel de massa m que pode deslizar
para cima ou para baixo na vareta. O coeficiente de atraito
entre o anel e a vareta ¢ igual a tg(0).

Ache a condi¢do para que o anel esteja a uma distancia

L medida a partir da base da vareta quando a vareta roda
com a velocidade angular w.
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