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RESUMO

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) representa o
dpice da fisica cldssica. Embora a teoria necessite do
dominio de ferramentas matematicas sofisticadas
para compreendé-la plenamente e obter resultados,
as principais ideias podem ser facilmente
apreendidas de forma qualitativa: o espago-tempo é
quadridimensional e sua geometria é determinada
pela distribuicdo de massa e energia. Esta
declaragéo geralmente é explicada por meio de
ilustragbes que contém analogias. Existe, no entanto,
uma abordagem que permite ao leitor interessado,
professores de fisica e alunos interessados, a
apreender a TRG de uma forma mais profunda e
quantitativa, através da aplica¢do do Principio da
Equivaléncia. Este é o objetivo deste artigo.
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1. Em busca de uma teoria da
relatividade geral

4l consenso que a teoria da relati-
vidade geral (TRG), proposta por
Albert Einstein (Fig. 1), é o dpice
da fisica classica. Observacoes
que vao desde os trés testes cldssicos - 0
avanco do periélio de Mercurio, o des-
vio da luz em um campo gravitacional
e o efeito Doppler gravitacional - até os
mais recentes, como a detecgdo de on-
das gravitacionais, a primeira imagem
de um buraco negro (Fig. 1) e a confir-
macdo do tamanho e posicdo da sua
“sombra” reforcam a opinido geral da
comunidade cientifica: a TRG € a teoria
dos campos gravitacionais, quaisquer
que sejam suas intensidades.

Mas como tudo comegou? Podemos
tracar as origens da teoria da relativida-
de geral ao status privilegiado dos refe-
renciais inerciais, isto é, aqueles para
0s quais valem a primeira lei do movi-
mento e as incompatibilidades entre a
gravitacdo newtoniana e a teoria da re-
latividade restrita (TRR); mais precisa-
mente, ao problema da interacdo ins-
tantanea embutida na lei da gravitacao

equivalencia:

atividade geral

universal e da simultaneidade. A dis-
tncia entre dois corpos, a distancia
propria, deve ser medida em um inter-
valo de tempo At nulo; no entanto, se
uma mudanca de referencial for efetua-
da, a simultaneidade da medida da dis-
tancia desaparece. Einstein, em seu li-
vro de divulgacdo da teoria da relativi-
dade [1], registra claramente seu
descontentamento com o status privile-
giado que os sistemas de referéncia
inerciais possuem na mecanica newto-
niana e na relatividade restrita. Sempre
que vamos descrever o movimento de
um objeto escolhemos um corpo rigido,
como um vagao que se move sobre o
leito de uma ferrovia, ao qual fixamos
um eixo de coordenadas e observado-
res munidos de réguas e relogios que
realizam as medidas necessarias. Eins-
tein argumenta que se quisermos des-
crever o movimento de um corpo (reali-
zando medidas com réguas e rel6gios),
¢ indiferente se o referencial adotado
para tal descricdo é inercial no sentido
newtoniano ou ndo. Entretanto, se qui-
sermos determinar as leis da fisica (re-
lacOes entre as grandezas fisicas medi-
das) em um determinado referencial,

Figura 1 - Albert Einstein em 1921. A direita, a primeira imagem do buraco negro em

MS87. (Fonte das imagens: Wikipédia)
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elas assumem suas formas mais sim-
ples se escolhermos os referenciais
inerciais. As transformacdes de referen-
cial, as transformagdes de Galileu no ca-
so newtoniano e as transformacoes de
Lorentz no caso da relatividade restrita
asseguram a simplicidade das leis fisi-
cas. Referenciais ndo-inerciais tornam
as leis fisicas mais complexas, pois ge-
ram forgas como a forca centrifuga ou
a forca de Coriolis, que violam a tercei-
ra lei do movimento e modificam a di-
namica, tornando-a mais complexa. No
entanto, para Einstein, a condi¢do espe-
cial dos referenciais inerciais newtonia-
nos era injustificdvel e ele demonstra
claramente sua insatisfagao [1]:

Como é possivel que determina-
dos corpos de referéncia (ou
bem seus estados de movimen-
to) sejam privilegiados frente a
outros (ou frente a seus estados
de movimento respectivos)?
Qual é arazdo desse privilégio?

Einstein sai entdo em busca de um
modo de estender seu principio da rela-
tividade restrita, com o objetivo de in-
corporar os referenciais ndo-inerciais e
tendo como pedra fundamental o prin-
cipio da relatividade geral [1]:

As leis da natureza sdo vdlidas
para todos 0S referenciais,
quaisquer que sejam seus esta-
dos de movimento.

Einstein percebe também que a im-
plementacdo de sua abordagem as leis
naturais estd intimamente ligada ao
problema da gravitacdo. Como veremos
a seguir, o programa de pesquisa de
Einstein leva-o a eliminar a gravitacao
como interacdo e a substitui-la por uma
teoria geométrica, a TRG.

Nossa porta de entrada a mais bela
das teorias classicas serd o principio da
equivaléncia (PE), que, na opinido dos
presentes autores, ¢ 0 modo mais sim-
ples e pedagdgico de introduzir o leitor
a TRG e seus fascinantes desdobramen-
tos.

2. 0 principio da equivaléncia na
forma fraca

Na mecanica classica, reconhece-
mos pelo menos dois tipos de massa: a
massa inercial Mperciqr, qUE € interpreta-
da como uma resisténcia a mudanga de
estado de movimento, isto é: resisténcia
a aceleracdo, e a massa gravitacional
Mgrav, quUe € interpretada como a fonte
do campo gravitacional, ou carga gravi-
tacional, em analogia com a carga elé-
trica. A primeira aparece na segunda
lei de movimento de Newton,

F= Minercial@, D

e a segunda na lei da gravitacdo de
Newton,

GMgravMgray

IF) =5

(2)
Quanto a massa gravitacional, hd uma
distin¢do entre a massa gravitacional
ativa, digamos Mg, na Eq. (2), e a mas-
sa gravitacional passiva, Mgq. No en-
tanto, pode ser mostrado que essa dis-
tingdo é irrelevante, afinal poderfamos
inverter os respectivos papéis. Uma de-
monstracdo formal desse resultado é
dada na Ref. [2] e doravante usaremos
0 termo massa gravitacional ao nos re-
ferirmos aos dois tipos de massa. Toda-
via, é espantoso e intrigante que a mas-
sa inercial e a massa gravitacional se-
jam diretamente proporcionais!
Escolhendo a constante de proporcio-
nalidade como igual a unidade, escre-
vemos

Minercial = Mgrav- (3)

Esse fato inexplicdvel no arcabouco da
fisica newtoniana é confirmado por ex-
perimentos, inclusive os realizados por
Galileu e pelo préprio Newton, que me-
diram os periodos de péndulos feitos de
diferentes materiais. Posteriormente,
numerosos experimentos foram reali-
zados e talvez o mais famoso deles seja
o conduzido pelo Bardo Lérdnd von
Eotvos. A Tabela 1 ilustra uma amostra
desse tipo de experimento, feitos no
passado e mais recentemente [3]. Uma

discussdo detalhada sobre a verificacao
experimental do PE pode ser encontra-
da na Ref. [4].

A igualdade entre as massas iner-
cial e gravitacional expressa o principio
da equivaléncia na forma fraca (PEF),
que pode ser reformulado de um modo
didaticamente mais proveitoso da se-
guinte maneira:

Em um pequeno laboratdrio em
queda livre, ndo-girante, sem
Janelas, uma particula livre ini-
clalmente em repouso perma-
nece em repouso.

Nesse enunciado do PEF, particula
livre significa uma particula que néo
esteja submetida a nenhum tipo de in-
teragdo, exceto - do ponto de vista de
um observador newtoniano externo - a
interacdo gravitacional. A condigdo
ndo-girante significa que queremos eli-
minar os efeitos das forgas inerciais co-
mo, por exemplo, a forca centrifuga. A
exigéncia de que o laboratério ndo te-
nha janelas impede que o experimenta-
dor possa olhar para fora em busca de
pistas que dizem respeito ao seu estado
de movimento. Por fim, o laboratdrio
deve ser suficientemente pequeno em
tamanho para que o campo gravitacio-
nal possa ser considerado uniforme em
seu interior, o que impde a condicao
adicional de que medidas fisicas sejam
tomadas em intervalos de tempo tam-
bém pequenos. Naturalmente, podemos
trocar a condi¢do inicial de repouso por
um movimento retilineo uniforme
(MRU), mas sera didaticamente mais
simples se impusermos a condi¢do ini-
cial de velocidade zero. Um laboratério
em queda livre que preencha os requisitos
acima define um referencial inercial no
sentido einsteiniano.

Segue que no referencial inercial
einsteiniano, uma particula livre, inde-
pendentemente de sua massa e composi-
¢do interna, ndo tem peso! A forca gravi-
tacional desaparece! Sabemos da exis-
téncia de um efeito similar na mecénica
newtoniana. Ele surge quando trata-

Tabela 1: Alguns dos experimentos que mostram a igualdade das massas gravitacional e inercial. Até o momento da publicacdo
deste artigo, o experimento STEP (Satellite Test of the Equivalence Principle) ainda néo tinha sido realizado.

Experimentador Ano Método W
Galileu 1610 péndulo 2x107°
Newton 1680 péndulo 1x1073
E6tvds 1890 Balanca de torsao 5x1078
EOtvos e cols. 1908 Balanca de torséo 3x107°
Dick e cols. 1964 Balanca de torsdo 3x10~ 11
Braginsky e cols. 1971 Balanga de torsdo 3x10- 1!
STEP 2021 Queda livre 1x10~ 1
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mos com forcas inerciais ou pseudofor-
gas, como por exemplo as forgas centri-
fugas ou as forgas de Coriolis. Essas for-
¢as ndo obedecem a terceira lei de New-
ton - agdo e reagdo - e ndo sdo causadas
por fontes, como por exemplo as forcas
eletromagnéticas ou as forcas da gravi-
tacdo newtoniana. E mais ainda, essas
pseudoforcas sdo proporcionais a mas-
sa inercial da particula sobre a qual
atuam. Vejamos um exemplo simples.

Consideremos uma particula de
massa m que descreve um circulo de
raio r sobre uma mesa presa a um fio
de massa desprezivel e tensao constan-
te T. Do ponto de vista do observador
nio-inercial (sentido newtoniano), soli-
dério com a particula, a equagdo de mo-
vimento se escreve

2
Y

T- Fcentrl’ﬁlga =T- Minercial 7 = Oa (4)

onde v é a magnitude da velocidade

tangencial da particula. Se passarmos

para um referencial inercial, a equagao
de movimento sera

V2
T= Fcen[rl’peta = minercial? . (5)

N&do nos deixemos enganar pela apa-
rente simplicidade da manipulagdo al-
gébrica; ndo se trata de uma mudanca
trivial de sinal ou de uma redefinicdo
de etiquetas! A primeira equacao des-
creve uma situacdo de equilibrio estati-
co, enquanto a segunda, um estado di-
namico que nos permite afirmar que a
particula estd em um estado de movi-
mento circular uniforme. Com a substi-
tuicdo do referencial ndo-inercial por
um inercial (sentido newtoniano!), eli-
minamos a pseudoforga e ficamos com
a forca real que atua sobre a particula.

Segue que se substituirmos o con-
ceito de referencial inercial de Newton
pelo conceito de referencial inercial de
Einstein, o peso de um corpo passa a
ser uma forca ficticia e, como tal, elimi-
navel pela escolha apropriada do refe-
rencial!

Eis o comentdrio de Einstein sobre
essa situacdo citada na Ref. [5]:

Entdo ocorreu-me a ideia mais
feliz da minha vida - der gluck-
lichste Gedanke meines Le-
bens - na seguinte forma: o
campo gravitacional tem ape-
nas uma existéncia relativa, de
modo similar ao campo elétrico
gerado pela indugdo eletromag-
nética, pois para um observa-
dor que cai em queda livre do
telhado de uma casa, pelo me-
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nos na sua vizinhanga imedia-
ta, ndo hd campo gravitacional.
De fato, se o observador soltar
alguns corpos, entdo estes, em
relagdo a ele, permanecerdo
em repouso ou em movimento
uniforme, independentemente
da sua natureza particular ou
flsica (nessa observagdo, a re-
sisténcia do ar, naturalmente, é
ignorada). Portanto, o observa-
dor tem o direito de interpretar
seu estado como “de repouso”.

Lembrando que as forcas inerciais
sdo sempre proporcionais a massa iner-
cial, segue que podemos argumentar de
modo plausivel que a massa gravitacio-
nal é na verdade a massa inercial e li-
vrar-nos da primeira, adotando so-
mente essa ultima. O ilustre fisico brita-
nico Sir Arthur Eddington (1882-1944),
em seu livro cléssico Space, Time & Gra-
vitation [6], é muito claro a respeito do
conceito das forgas gravitacionais como
forcas ficticias:

Se a possibilidade de anular um
campo de forcas pela escolha
de um referencial adequado é
um teste de irrealidade, entdo a
gravitagdo é tdo irreal como a
forga centrifuga.

De agora em diante, somente a
massa inercial de uma particula tem
significado fisico.

2.1. Um exemplo: Alice e o tinel
através do centro da Terra

No classico da literatura infantil
Alice no Pais das Maravilhas [7], a pe-
quena Alice, correndo atrds do Coelho
Branco, cai em queda livre dentro de
um poco escuro que a leva ao Pais das
Maravilhas. Mas suponhamos que o po-
¢o possa ser imaginado como um tunel
que conecta dois pontos antipodas, A e
B, logo passa pelo centro da Terra
(Fig. 2). Imaginemos também que a Ter-
ra possa ser modelada por uma esfera
solida de densidade uniforme p e raio
R. Na proposicdo 70 dos Principia, New-
ton demonstra que no interior de uma
casca esférica, o campo gravitacional é
nulo [8]. Desse resultado segue que no
modelo que adotamos para a Terra, 0
campo gravitacional no seu interior é
dado por

; (6)

onde

Machado e cols.
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Figura 2 - Um tunel através do centro
da Terra. O ponto C é o centro da Terra,
A e B sdo pontos diametralmente opos-
tos, isto é: antipodas.

M(r) = p%ﬂﬁ, 7)

com re|0,R], é a massa encerrada pela
casca. De acordo com a proposigdo 70,
essa espessura R - r ndo contribui para
0 campo gravitacional no seu interior
(ver Fig. 3). Das Egs. (6) e (7), segue que
0 campo gravitacional g no interior da
Terra pode ser escrito na forma:

4nGpr GM
8= - 3 ~ "

onde M = p#ZR® é a massa daTerra.
Agora nos perguntamos: 0 que
acontece com Alice quando, ao cair nes-
se tunel, passar pelo centro da Terra -
onde o campo gravitacional inverte o
seu sentido - e atingir o ponto diame-
tralmente oposto? Como descreveremos
o0 estado instantaneo de movimento de
Alice? Do ponto de vista do observador

(8)

Figura 3 - A contribuicdo ao campo gra-
vitacional devido a casca esférica de es-
pessura R —r é nula na regido [0, 7).



newtoniano, a for¢a que atua sobre Ali-
ce é dada por

GMm

"
onde m é a massa de Alice. Introduzin-
do o eixo OX com origem no centro da
Terra, temos

GMm

Como a forga gravitacional é linear em
x e tem um sinal algébrico negativo, a
forca sobre Alice é da forma F = - kX,
isto é, tem a forma da lei de Hooke; lo-
go, do ponto de vista do observador
newtoniano, Alice descreverd um movi-
mento harmonico simples (MHS),

F=mg(r)= - 9

Xx(t) =R cos (Zn%) , an
e velocidade variavel
27TR t
v(t) = - —sen (27'[7) . (12)

E do ponto de vista de um observador
inercial einsteiniano, isto é: da prépria
Alice? A resposta é simples: absoluta-
mente nadal Qual a razdo? Por qué?
Porque Alice, ela mesma, é um referen-
cial inercial einsteiniano, ou melhor,
uma sucessdo de referenciais inerciais
instantaneamente em queda livre e co-
moveis com ela. Alice oscilara entre os
pontos antipodas, embora ndo em
MHS, pois estd inteiramente livre de
forgas e, ao passar pelo centro da Terra,
prosseguird por inércia.

2.2. Os limites do principio da
equivaléncia: Alice é esmagada

A rigor, o principio da equivaléncia
deixa de ser valido se o corpo de prova
ndo for puntiforme. Um corpo extenso
estd sujeito as forcas de maré, sinal ine-
quivoco da presenca da gravidade, ou,
como veremos mais adiante, da curva-
tura do espaco-tempo. Se levarmos em
conta que Alice (Fig. 4) é um corpo ex-
tenso, ela estard submetida a uma forca
de maré dada por [9]:

GMm
fmare = - R3

[r+Ar—(r-A4r)

Ar
RS
onde Ar =r —ry € a variagdo da distan-
cia radial entre um ponto sobre o0 eixo
central do corpo de Alice em relacdo ao
centro da Terra e rey, a posicdo do cen-
tro de massa de Alice também em rela-
¢do ao centro da Terra. Portanto, Ar € a
variagdo da distancia radial em relacéo

- 2GMm (13)

ao centro de massa de Ali-
ce. Se r>reqn, a forca de
maré apontard para o
centro da Terra, mas, se
r<rem, €la apontard no
sentido oposto, isto é, ra-
dialmente para fora. Em
consequéncia, vemos que
Alice serd esmagada, e
ndo espaguetificada, como
no onipresente exemplo
do astronauta que cai em
um buraco negro. E claro
que podemos argumentar
que o efeito é ridicula-
mente pequeno, pois Ar é
da ordem da altura de Ali-
ce; ndo obstante, do ponto
de vista puramente con-
ceitual e pedagdgico, ele
ilustra os limites de vali-
dade do principio da equi-
valéncia. A presenca das
forcas de maré indica que
se o laboratdrio em queda
livre ndo for de dimen-
sOes pequenas e as medi-
das realizadas em interva-
los de tempo curtos, o

3. 0 principio da equivaléncia na
forma forte e a curvatura do
espaco-tempo

Se a gravitacdo é uma forga ficticia,
como substitui-la? A resposta € sucinta,
mas sO aparentemente simples: pela
geometrial Mais precisamente, por
uma geometria do espago-tempo néo-
-euclidiana que é determinada pelo mo-
do como a matéria e a energia estdo dis-
tribuidas no espago-tempo. A andlise do
efeito Doppler em um campo gravita-
cional nos d4 uma pista.

Comecemos estendendo o principio
da equivaléncia a relatividade restrita e
aos fendmenos eletromagnéticos:

Para um observador em queda
livre, valem todas as leis da fisi-
ca e estas devem ser compati-
veis com a relatividade restrita.

Essa forma do principio da equiva-
léncia que incorpora a TRR e as demais
leis da fisica, em particular a teoria ele-
tromagnética cldssica, é conhecida co-
mo sua forma forte. A diferenca entre a
forma fraca e a forma forte é que a pri-

6 O principio da equivaléncia: uma introducdo a relatividade geral

Figura 4 - “A toca do coelho, no comeco, alongava-se
principio da equivaléncia COMO um tunel, mas de repente abria-se como um
deixara de ser valido. Em PO¢o, tdo de repente que Alice ndo teve um segundo
outras palavras, as forcas SeqUET parapensar em parar, antes de se ver caindo no
de maré sdo as impressges qUe€ Parecia ser um buraco muito fundo”. (Tradugao,
digitais da presenca de Isabelde Lorenzo; Ilustragao, Débora Martignoni Tort).

campos gravitacionais.

meira considera somente a mecanica
classica e a segunda, todas as leis da fi-
sica na forma prescrita pela TRR. De
que modo o principio da equivaléncia
sugere um elo vital entre a gravitacdo e
a geometria? E o que veremos a seguir.

3.1. O efeito Doppler gravitacional

De acordo com a TRR, dada uma
fonte emissora de ondas eletromagnéti-
cas E e um receptor R, as frequéncias
de recepcdo fr e emissdo f¢, no caso em
que os dois se afastam um do outro, re-
lacionam-se entre si por meio da ex-
pressao [10]:

fe=Vfe (1 - %) (14)

onde V é a velocidade do receptor (ob-
servador) relativa ao emissor (fonte), e
y é o fator de Lorentz, definido por

y = —=—. Para V <, que serd o caso

1-(9°
aqui, y=1, logo,

fefs (1 - %) (15)

Considere um pequeno laboratério de

A Fisica na Escola, v. 19, n. 2, 2021



altura H em queda livre no campo gra-
vitacional esfericamente simétrico ge-
rado por uma massa M; por exemplo, o
campo da Terra e um observador exter-
no que mede a luz emitida com um re-
ceptor R, fixo no seu referencial. O valor
de H dever ser pequeno para que o
campo gravitacional possa ser aproxi-
mado como uniforme. Afixado ao chao
do laboratdrio, hd um emissor de ondas
eletromagnéticas E verticalmente ali-
nhado com o receptor R (Fig. 5). No ins-
tante t = 0, o emissor emite uma onda
eletromagnética de frequéncia fr que
atravessa o teto transparente do labora-
tério e é registrada pelo receptor no ins-
tante t = H/c. Para o observador no la-
boratério em queda livre, caso houves-
se um receptor no teto do laboratério,
de acordo com o principio de equiva-
léncia, ndo haveria mudanca de fre-
quéncia. Entretanto, para o observador
externo, o laboratério e a fonte emisso-
ra E afastam- se do receptor R com velo-
cidade V =gt. No instante t=H/c
(Fig. 5), 0 laboratdrio terd caido H e a ra-
diacdo atingido o receptor R; logo, o0 ob-
servador externo escrevera

fR=fE( -gH) .

7 (16)
Isso nos mostra que a luz, por exemplo,
¢ afetada pelo campo gravitacional e
chega ao receptor fixo com uma fre-
quéncia menor que a inicial: a luz é
deslocada para o vermelho! Mas gH é a
variacdo do potencial gravitacional da
Terra calculada pelo observador exter-
no, sendo vejamos: 0 potencial gravita-
cional de uma massa M e raio ry; a uma
distancia radial r > ry; € dado por

_ M

a7

d(r) =

Segue que

Figura 5 - O laboratorio em queda livre
tem altura H e seu teto é transparente
para a luz emitida. Para o observador
externo, o receptor permanece fixo.

A Fisica na Escola, v. 19, n. 2, 2021

GM +GM
r+H r

GM( H)‘1 GM
=-—1+=) +—.
r r r

O(r+H) - () =
(18)

Supondo H/r<«1 e fazendo uso da
aproximagdo (1+4u)’=1+%u, com
p = -1, podemos escrever

O(r+H)-d(r)=gH.  (19)

Portanto, a relagdo entre as frequéncias
de emissdo e recep¢do pode ser posta
na forma

fe=Je {1 - <w)] (20)

Suponha um reldgio fixo a uma distan-
cla H — oo, isto é, a uma distancia para
a qual os efeitos gravitacionais sdo des-
preziveis; entdo, como o periodo e a fre-
quéncia tém uma relacdo reciproca in-
versa entre si, o observador externo po-
de escrever

GM
Atr = At(l - W) 5

2D
onde At é o intervalo de tempo marca-
do pelo relégio fixo em r e At 0 intervalo
de tempo (que coincide com a medida
do observador distante) na auséncia de
interacdo gravitacional, isto é, quando
vale o espacgo-tempo da relatividade
restrita, ou métrica de Minkowski (ver
Box 1):

A (Ar)* = (M) — (A)* - (By)°

— (Az)* = (M) = (A1), (22)

Mas, em presenca de um campo gravi-

tacional,

cA(AT)* = (1 - fﬁ\f)zcz(m)z

2o (4 2GM
(Ar)z(l ar

)cz(mt)2 —(Ar)%, (23)

pois %‘f < 1. Esse resultado parece indi-
car que 0 espago-tempo em presenca
de um campo gravitacional deixa de
ser plano! Mas ainda estamos longe de
uma teoria completa.

3.2. A curvatura do espaco-tempo: o
disco girante

Da igualdade entre a massa inercial
e a massa gravitacional é possivel infe-
rir que néo é possivel distinguir, local-
mente, uma aceleragdo uniforme de
um campo gravitacional uniforme. Isto
posto, como Einstein [1], considere um
disco de raio R, contido em um plano fi-
X0, e que gira com velocidade angular
w constante, perpendicular ao plano
que contém o disco e que passa por seu
centro, ver a Fig. 6.

No centro do disco temos a origem
do referencial K* solidario com o disco
girante. Considere também um segun-
do referencial inercial K, isto é: ndo gi-
rante, com origem no centro do disco.
No referencial K, ndo ha forcas gravita-
cionais. Logo, em relacdo a K, o obser-
vador pode aplicar as leis da TRR, e
examinar suas consequéncias. No refe-
rencial girante K*, entretanto, hd um
campo de forcas centrifugas que de
acordo com uma das formulacdes do
PE, é equivalente a um campo de forgas
gravitacionais. Embora, no caso do dis-

O

O

K*, K

Figura 6 - Referencial K inercial e Referencial K* fixo em um disco girante com velo-

cidade angular w constante.
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Box 1: Tempo proprio, métrica

O espaco-tempo da relatividade restrita, o espago-tempo de Minkowski, é plano (mas ndo euclidiano!) e um corpo que se
move nesse espago-tempo descreve uma trajetoria dita linha de mundo. O corpo movel carrega consigo um relégio que marca
0 tempo proprio, 7. Se o corpo maovel for um humano, o tempo proprio pode ser registrado por seu reldgio de pulso ou pelos
batimentos de seu coragdo. Suponhamos que 0 corpo passe por dois eventos (como sdo chamados 0s pontos nesse espago-
tempo), A e B. A separacdo entre esses dois eventos, ou melhor, o intervalo, é definido por:

(AT)® = (M) - (Ax)® = (Ay)® - (Az)?,

onde AT = 75— Ta, At = tp — ta € AX = Xp — X4 etc... Algumas vezes serd conveniente escrever a parte espacial do intervalo ao
quadrado entre dois eventos ao quadrado em coordenadas polares esféricas:

(AT)? = 2(At)? = (Ar)* = r*(AB)? — r*sen’d (Ad)®.

O uso de coordenadas curvilineas ndo implica necessariamente que o espaco-tempo seja curvo. Os coeficientes que multi-
plicam as varia¢des de tempo e espaco sdo chamados coeficientes métricos. Na primeira expressdo, 0s coeficientes métricos
sdo: %, -1, —1,e — 1. Nasegunda, ¢?, -1, —r? e —r?sen?f.

O importante é que a quantidade c2(At)? é um invariante frente a uma transformacdo de Lorentz; por exemplo, considere
0 caso em que

X = yx 4+ VyBct;
y = Y
zZ = Z;
ct = ypxX + yct;

ondeB=v/cey=—-t

Vi-pg

As diferencgas Ax, Ay, Az e cAt obedecem as mesmas transformacoes, segue entdo que
cA(an)* - (Ax)° - (Ay)°* - (A2)° = (ML) - (AX)* - (&y)° - (A2)”.

Portanto, c2(A7)* é um invariante, isto é: tem a mesma forma e valor em qualquer referencial de Lorentz usado para etique-
tar eventos no espaco-tempo de Minkowski. A forma da métrica de Minkowski que discutimos aqui é do tipo tempo com
CZ(AT)Z >0, pois a velocidade do observador é sempre menor do que ¢. Ha mais duas possibilidades, tipo espaco: ¢ (AI)2 <0e
tipo luz: c*(A7)* = 0. A escolha de uma dessas formas depende do contexto fisico.

A forma geral de uma métrica é dada por

3 3
CZ(AT)Z = Z Zgyv(XOaxlaXZ:X3)AX#AXV7
u=0v=0

onde as coordenadas Xy, X1, X, € X3 podem ser quaisquer, ndo sendo obrigatério que tenham significado métrico. As funcoes
8w sdo os coeficientes métricos. No caso da métrica de Schwarzschild, vemos que

8 = (1 - r_rs) c*igm = - (1 - E) _1?gee = —T%8pp = —r'sen’e.

o, 0 campo cresca linearmente a partir
do seu centro, ndo obedecendo a gravi-
tacdo newtoniana. O observador em K
escrevera o invariante quadratico rela-
tivistico c*(A7)* levando em conta a
contracdo de Lorentz e a dilatacdo do
tempo dos reldgios dispostos sobre cir-
culos conceéntricos tracados sobre o dis-
co girante. Diferentemente do observa-
dor em K*, o observador em K “vé” as
unidades-padrdo de comprimento (que
devem ser muito menores do que o raio
do disco) e os relégios em movimento,
logo pode escrever: Abg =y~ 'Alg. e
Atx = yAtg-. A velocidade tangencial é
expressa por v = wr, onde r representa
a distancia radial da origem. Segue, en-
tao, que o intervalo invariante tipo tem-
PO se escreve:

r

w?r?

C*(AT)? = (1— = )cZ(AtK*)Z
— (AT‘)Z _ rZ(Aq)K*)Z (24)

1-er’
com 0 <7 <R. Observe que as distancias
radiais ndo sdo afetadas pela contracao
de Lorentz, pois sdo perpendiculares as
velocidades tangenciais. Observe tam-
bém que para diferentes valores de r,
os reldgios registram intervalos de tem-
po diferentes. O resultado dado pela
Eq. (24) parece indicar que a geometria
associada com o disco girante néo é eu-
clidiana. Para testar esta afirmacdo con-
sidere a borda do disco girante, isto é
r =R e Ar =0. Suponha que o observa-
dor K* queira calcular o comprimento
da circunferéncia da borda do disco gi-

8 O principio da equivaléncia: uma introducdo a relatividade geral

rante, para isto ele faz Atg- = 0. O inter-
valo invariante do tipo espaco se escre-
Ve,

2 2
(AC*)? = %ﬁ‘bﬁ S @)

c2

Segue que para o observador K* o com-
primento da borda do disco sera

=TT om 26)
1-— w?r?
CZ

Claramente, o resultado mostra que a
geometria associada com o disco giran-
te ndo é euclidiana.
3.3. Relatividade Geral

A importancia do principio da equi-
valéncia estd no fato de que por meio
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dele, Einstein se d4 conta da conexdo
entre a gravitacdo e a geometria dos
espacos curvos, a geometria de Rie-
mann. Einstein identificou as trajetori-
as de duas particulas em queda livre,
paralelas no referencial local, mas con-
vergentes globalmente (Fig. 7), com
uma certa classe de curvas da geome-
tria de Riemann [11]. Comeca entdo sua
longa busca pela geometrizacdo da gra-
vitagdo (Box 2).

No espaco-tempo quadrimensional,
entre dois eventos A e B, um observa-

dor segue uma trajetdria tal que a dura-
cdo da viagem registrada por seu reld-
gio é maxima e corresponde ao tempo
proprio (Fig. 8). O tempo proprio é o
mesmo para qualquer observador iner-
cial einsteiniano. O caminho mais curto
entre dois pontos da geometria eucli-
diana tridimensional, um segmento de
reta, é substituido no espaco-tempo por
um segmento de uma classe mais
abrangente de curvas: as geodésicas. As
geodésicas sdo determinadas pelas so-
lugdes das equagdes de Einstein. Essas

Figura 7 - Trajetorias geodésicas vistas
global e localmente para duas parti-
culas em queda livre em direcdo a
Terra.

Box 2: Resumo historico das origens da TRG

Ap6s concluir a TRR, Einstein estava profundamente incomodado com dois pontos: (i) a restricdo da teoria aos referen-
ciais inerciais e (ii) a relacdo entre a energia e a inércia; mas como relacionar a energia ao “peso” [19]? O primeiro ponto sig-
nificava estender a teoria da relatividade para quaisquer referenciais, inerciais ou ndo, e o segundo ponto implicava em criar
uma teoria da gravitacdo relativistica. Em 1907, convidado por J. Stark para escrever um artigo de revisdo sobre a teoria da
relatividade, Einstein debrugou-se uma vez mais sobre essas duas questdes. Como relacionar os efeitos inerciais com 0s
gravitacionais? Galileu foi o primeiro a notar que todos os corpos, independentemente de sua massa ou composicdo, caiam
com a mesma aceleracdo nas proximidades da Terra (desprezando a resisténcia do ar). Newton logo depois notou a igual-
dade entre as massas inercial e gravitacional (presente na lei da gravitagdo universal). Assim, o resultado galileano seria uma
consequéncia dessa igualdade.

Um fato curioso e inexplicdvel pela mecanica newtoniana foi fundamental para que Einstein comecasse a resolver esses
pontos. Como era comum no seu modo de pensar, Einstein valeu-se de um experimento mental: imaginou o que ocorreria se
estivesse dentro de um elevador em queda livre. Percebeu que, nesse caso, ndo perceberia os efeitos do peso. Depois, inver-
teu o raciocinio: imaginou um foguete numa regido onde se possa desprezar a interacdo gravitacional. O foguete comeca a
acelerar e o observador dentro do foguete ndo poderia saber, por meio de qualquer experimento, se o foguete esta acelerado
ou Se esta em repouso num campo gravitacional. Einstein concluiu o que chamou de pensamento mais feliz da sua vida [5], o
principio da equivaléncia (PE). Este pode ser enunciado da seguinte forma [10]: em um recinto suficientemente pequeno
para que o campo gravitacional dentro dele possa ser tomado como uniforme, todas as leis fisicas sdo as mesmas que em um
referencial inercial, na auséncia de um campo gravitacional.

Em 1911, Einstein propde um teste para o PE. No caso de um foguete acelerado, um raio de luz terd uma trajetoria curva
ao invés de uma retilinea. Pelo PE, isso seria equivalente ao foguete estar em repouso num campo gravitacional uniforme, de
modo que a trajetéria do raio de luz em um campo gravitacional seria curva! Esse efeito com certeza seria muito pequeno
nas proximidades da Terra. Qual seria entdo o corpo celeste com poder de encurvar a luz para que fosse possivel medir o
desvio na trajetoria do raio luminoso? Seria o Sol capaz de desviar a luz das estrelas? Esse célculo foi feito por Einstein e o
resultado encontrado foi a metade do resultado obtido por ele, em 1915, ja com as equagdes completas da TGR. Interessante
notar que na mecanica newtoniana ja se podia pensar na luz como tendo sua trajetéria defletida [15].

Em 1912, Einstein voltou-se para o problema do disco girante. Ele nota o fato de o comprimento transversal ndo sofrer
contracdo de Lorentz, enquanto os comprimentos ao longo da velocidade a sofrem. Com isso, infere que a geometria do disco
ndo poderia ser euclidiana. O caminho para a TRG passa pelo estudo de geometrias ndo euclidianas. Nesse ano, Einstein
encontra-se com um amigo de graduacdo, o matemadtico Marcel Grossman. Grossman ja o tinha ajudado antes e apresenta a
Einstein as generalizacOes de Riemann da teoria gaussiana das superficies e o célculo tensorial dos italianos Gregorio Ricci e
Tulio Levi-Civita. Esta ferramenta era de extrema importancia, pois possibilitava de maneira natural relacionar as diversas
grandezas fisicas medidas por referenciais distintos e arbitrarios (ndo ha mais a restri¢do aos referenciais inerciais). Com base
no cdlculo tensorial, Einstein e Grossman propdem a primeira equagao para o campo gravitacional, que se mostrou incorreta,
pois ndo dava o valor correto do avanco do periélio de Mercurio e, pior que isso, a gravitagdo newtoniana néo era obtida no
limite de campo gravitacional fraco. Passam-se trés anos de luta, durante os quais Einstein comeca a duvidar do célculo ten-
sorial como a linguagem correta para expressar as leis fisicas na TRG. Algumas equagdes sdo propostas, mas nenhuma delas
resolveu os dois problemas. Em 1915, Einstein nota que havia um erro no seu artigo com Marcel Grossman de 1913, corrige-o e
assim encontra as equagdes do campo gravitacional ou equacdes de Einstein. Embora a solugdo dessas equagdes seja bastante
complicada, sua interpretacdo € bastante simples: o campo gravitacional é a geometria do espago-tempo e a curvatura € a
grandeza presente nas equacoes no lado esquerdo; ja no lado direito, estd o contetudo de matéria, cuja densidade de energia e
momento linear seriam as fontes da curvatura da geometria do espaco-tempo. Com suas novas equacoes, Einstein encontra o
valor correto para o avanco do periélio de Mercurio, resolvendo assim um problema que perdurava na astronomia e, para
campos fracos, a gravitacdo newtoniana era obtida. Para outro teste de sua teoria, ele recalcula o desvio de um raio de luz nas
proximidades do Sol [15] e encontra o dobro do resultado de 1911. Essa proposta foi posta a prova durante o eclipse solar total
de 1919, com observacdes feitas em Sobral (CE). O resultado era consistente com o previsto pela teoria. De todas as (enormes)
contribui¢des de Einstein a fisica, segundo ele préprio, a TRG foi a que lhe deu mais felicidade. Maiores detalhes sobre a origem
da TRG podem ser encontradas na apresentacdo de Youtube feita por um dos autores [20].

A Fisica na Escola, v. 19, n. 2, 2021 Machado e cols. 9



equagdes relacionam a geometria ndo
euclidiana do espago-tempo com a dis-
tribuicdo de matéria e energia presen-
tes. As equacdes de Einstein estabele-
cem essencialmente que:

geometria (curvatura) do espago —
tempo = constante x
distribuicdo de matéria e energia.

27

F uma tarefa formidavel resolver essas
equacoes e, a partir das solucoes, deter-
minar as curvas que maximizam a tra-
jetéria espaco-temporal, isto é: as geo-
désicas temporais ou nulas, aquelas pa-
ra as quais o tempo proprio € positivo
ou nulo, respectivamente.

Mas o que queremos dizer quando
falamos em solugdes das equacOes de
Einstein? Simplesmente, uma expres-
sdo para a separagdo quadridimensi-
onal entre dois eventos ou, no jargdo
relativistico, a métrica (Box 1).

4. O principio da equivaléncia e o
espaco-tempo de Schwarzschild

Em 1916, Karl Schwarzschild
(1837-1916 - Fig. 9) obteve a primeira e
talvez a mais importante solucdo exata
das equacgdes da relatividade geral [12].
Essa solucdo, ou métrica, determina a
separacdo entre dois eventos, ou Seja,
dois pontos do espaco-tempo (ver Box
1), para o caso em que temos uma mas-
sa central M ndo girante e eletrica-
mente neutra. Como hé simetria esféri-

Figura 8 - O reldgio de bolso do Coelho
Branco em Alice no Pais das Maravilhas
registra o tempo proprio 7. (Ilustracao,
Débora Martignoni Tort).

ca, a solugdo, isto é, a métrica de
Schwarzschild, depende apenas da dis-
tancia radial r e dos angulos polares 6 e
@. Mais ainda, a solugdo é estdtica, isto
¢, ndo depende do tempo. No limite
apropriado, a métrica de Schwarzschild
reproduz a métrica do espago-tempo
plano de Minkowski.

Em principio, a obtencdo desse re-
sultado requer que resolvamos as equa-
cOes de Einstein, o que estd fora do es-
copo deste trabalho. Entretanto, o prin-
cipio da equivaléncia permite-nos obter
esse resultado de uma maneira simples
[13].

Considere um corpo de massa m
em queda livre radial a partir do repou-
S0 no campo gravitacional de uma mas-
sa puntiforme M e inicialmente muito
distante desta; logo, sua energia meca-
nica E € zero. Em relacdo ao observador
distante, a velocidade radial instanta-
nea da massa m é v. Considere um refe-
rencial de Lorentz comdvel com m. Nes-
se referencial, o corpo estd instantanea-
mente em repouso e 0 observador
inercial einsteiniano comdével com o
corpo escreverd a métrica localmente
plana (lembre-se de que a queda livre €
radial), logo

A (DT)* = (A)* = (A2, (28)

que expressa a métrica de Minkowski
local. Porém, para o observador distan-
te, as variacGes de distancia Ar* medi-
das pelo observador comdvel com ré-
guas instantaneamente em repouso so-
frem contracdo de Lorentz, pois para

ele estdo em movimento, isto &,

* 2
ar= 1oV @9
V4 C

e os relégios do observador inercial co-
movel que marcam intervalos tempo
At* sofrem dilatagdo temporal:

a=yar =25 (30

Portanto, o observador distante reescre-
ve a métrica local na forma:

(A7)* = (1 - Zé) 2 (At)? -

V2 -t 2
(1- C—Z) @t @D

Suponha agora que o corpo em queda
livre desde o infinito tenha uma ener-
gia mecanica E nula. A uma distancia
radial r de M, para o observador distan-
te, sua energia se escreve:

2
my° GMm — 0. (32)
2 r
segue que
V2= @/j (33)

(ver Box 3). Se agora substituirmos v pe-
la velocidade da luz (mdédulo) ¢, definir-
mos o raio de Schwarzschild por

I's =—%— (34)

e substituirmos essa definicdo na métri-

Figura 9 - Karl Schwarzschild em seu escritdrio. (Fonte: Wikipédia.)

10 O principio da equivaléncia: uma introducdo a relatividade geral

A Fisica na Escola, v. 19, n. 2, 2021



ca do observador distante, obteremos
2002 _ (1 _ TS\ 20an2
A(Ar)? = (1 r)c (A1)

-(1- %) “an? -0y,

(35)

que representa a métrica de Schwarzs-
child nas coordenadas do observador
distante. Observe que no final acrescen-
tamos a parte espacial angular

0)” + (Ad)*.  (36)

Observe também que no limite r — oo
recuperamos a métrica de Minkowski
em coordenadas plano-polares (ver Box
1). O resultado estd em completo acordo
com o obtido de modo rigoroso por
Schwarzschild em 1916 [12].

O raio de Schwarzschild define um
conceito importante para a fisica do ob-
jeto mais fascinante do nosso universo,
como veremos a seguir: o buraco negro!
Conjuntamente com o conceito de velo-
cidade de escape, ele pode ser inferido
ja a partir dos trabalhos pioneiros de
John Mitchell e de Laplace [14, 15].

(AQ)* = sen®(6)(A

4.1. A métrica de Schwarzschild e o
buraco negro

Como mencionado, a ideia de uma
estrela com atragdo gravitacional sufici-
ente para impedir que a luz escape ndo
é novidade [14, 15]. Entretanto, é na
TRG que o conceito é reformulado do
ponto de vista tedrico e, posterior-
mente, submetido a prova observacio-
nal. Vejamos como isso ocorre.

Se examinarmos a métrica de
Schwarzschild veremos que, quando
r =rs, 0 coeficiente que mulu}zahca At
¢ nulo e o que multiplica (Ar)” é mdeﬁ
nido (1/0). Por outro 1ado para r<rs
hd uma mudanca de sinal desses coefi-

cientes que parece indicar que r e t tro-
cam seus respectivos papéis. Essas ano-
malias da métrica nos levam a concluir
que a métrica de Schwarzschild é vali-
da somente para r>rs. No entanto,
uma surpresa nos aguarda se exami-
narmos o limite r — rg, onde r inicial-
mente é maior do que rs.

4.2. 0 deslocamento gravitacional
para o vermelho

Suponha que uma onda eletromag-
nética de comprimento de onda Ag (ou
um féton) seja emitida pelo emissor em
r =rg no intervalo de tempo proprio
Atp e que ela chegue ao receptor em
r =rg durante o intervalo de tempo
proprio Atg. Observe que para o emis-
sor e o receptor Ar = AQ = 0 (Fig. 10). Da
métrica de Schwarzschild, ressaltando

Horizonte
dos eventos

v
Singularidade

que os reldgios fixos em rg e ry marcam
intervalos de tempo préprios e que At é
0 intervalo de tempo associado com o
observador distante, temos

(Atg)? = (1 - E) 0?2, (37

€ No receptor,

(Atg)? = (1 - r—) (A2 (38)

R

Por outro lado, os comprimentos de on-
da no emissor e no receptor sdo defini-
dos por:

)LE = CATE, (39)

-

Iy -
Ped

-

Figura 10 - Efeito Doppler gravitacional no espago-tempo de Schwarzschild.

Box 3: Uma deducdo heuristica da velocidade radial de queda livre
Suponha um corpo inicialmente em repouso para r — co. Sua energia inicial serd Eq = mc?, onde m é sua massa de

repouso. Sua energia em r sera:

/ M
E p2C2+m2C4_Grm’

onde p = ymv é 0o momento linear relativistico. Se supusermos que y=1, p>c*> <m?c*, podemos escrever

Como a energia é uma constante de movimento, Eq

onde utilizamos a definicdo do raio de Schwarzschild ry =
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)LR = CATR. (40)

Segue que

Ap _ <1_%~)%

Ar P\
T

Com a relagdo de dispersdo Af = ¢, po-

demos escrever essa expressdo em ter-

mos das frequéncias de emissdo e re-
cepgao:

(41)

@:@ 42)

A previsdo do efeito Doppler gravitacio-
nal é um dos trés testes classicos da teo-
ria da relatividade geral e foi verificada
experimentalmente apenas em 1959
para campos fracos e uniformes, por
Pound e Rebka [16].

4.3. 0 buraco negro de Schwarzschild

Suponha agora que rg — rs. Entdo,
a razdo ff — 0 e, como a frequéncia da
onda no emissor ndo é nula, fr — 0, ou
Ag — 0. Isso significa que o espectro
eletromagnético como um todo sofre
um superdeslocamento para o vermelho;
em outras palavras, torna-se completa-
mente invisivel, temos um buraco ne-
gro! Além do desvio para o vermelho,
temos ainda dois testes cldssicos da re-
latividade geral: o avango do periélio
de mercurio e a deflexdo da luz em um
campo gravitacional. No Box 4 eshoga-
mos como as equacSes das orbitas sdo
alteradas, permitindo o calculo destas
duas ultimas quantidades

4.3.1. Dentro do buraco negro

E o0 que acontece na regido r<rs?
Para responder a essa pergunta, imagi-
nemos que nossa pequena Alice seja
uma astronauta e caia radialmente em
queda livre desde o infinito (r — o) em
direcdo a singularidade (r — 0), com
velocidade inicial nula. A ampla liber-
dade na escolha de referenciais e siste-
mas de coordenadas da TRG permite
que examinemos o interior do buraco
negro com uma métrica mais adequada
a essa situacdo. E possivel mostrar que
podemos substituir a métrica de
Schwarzschild pela métrica associada
com uma sucessdo de referenciais em
queda livre comoveis que acompa-
nham Alice do inicio ao final do movi-
mento. Com o PE e as transformagdes
de Lorentz locais, é possivel mostrar
que a métrica de Schwarzschild pode

ser posta da forma [17]:
2002 — (1 _ TS\ 2 pp2
(M) = (1 r)c (At

- 2\/§0At*Ar - (Ar)?,  (43)

onde (At*)* é o intervalo de tempo me-
dido no referencial em queda livre co-
movel com Alice. Essa métrica, a métri-
ca de Painlevé-Gullstrand ou P-G, é glo-
bal, isto é: pode ser usada tanto dentro
como fora do buraco negro ndo-girante,
desde que a particula-teste parta do re-
pouso do infinito e siga uma geodésica
radial. No entanto, tenha em mente que
a métrica P-G reflete o ponto de vista do
observador em queda livre, isto €, de
Alice! A velocidade \/%jc na métrica da-
da pela Eqg. (38) coincide com o valor
newtoniano, basta usar a definicdo de
rs para verificar isso. Note que agora
ndo temos problemas de indefinicdo
quando r=rs. A Unica singularidade
que permanece é a singularidade es-
sencialemr = 0.

Suponha agora que o traje de Alice
esteja equipado com duas poderosas
lanternas, uma frontal e outra de ré,
que emitem raios de luz para a frente e
para tras (Fig. 11). O que acontece com
esses raios do ponto de vista de Alice?
Para responder a essa pergunta, con-
vém fatorar a métrica de P-G e reescre-
vé-la na forma

e (1) -
Ts
[Ar— (1 - \/;CN*” . (44)

Como estamos tratando com luz,
devemos fazer c2A7? = 0 (ver Box
1). Temos entdo duas possibilida-
des para a velocidade radial dos
raios de luz (do ponto de vista de

Alice!):
Ar Ts
AT \/;c— c, (45)

Ar I's |
o \/;c +c, (46)

onde a Eq. (45) refere-se a lanter-

c2(A7)? =

de Alice. Por outro lado, a condicao (b)
indica que o pulso de luz traseiro se
propaga em direcdo ao observador, po-
sicionado a uma distancia radial r>rs,
com uma velocidade inferior a c. Para
ambos 0s casos, somente quando Alice
estiver no inicio da sua queda livre no
infinito ela podera dizer que os raios de
luz se propagam com velocidade -c e
+c. Mas, em r =rg, (a) mostra que a ve-
locidade da luz é - 2c, porém (b) mos-
tra que a velocidade da luz é zero! De-
pois, como a partir dai r<rs, o sinal ne-
gativo predomina, indicando que a luz
emitida pela lanterna de ré também se
dirige para a singularidade essencial. O
comportamento do cone de luz local de
Alice é mostrado na Fig. 12. Observe
que o cone de luz fica cada vez mais fe-
chado a medida que Alice se aproxima
da singularidade e colapsa em r =0; a
velocidade da luz é infinita! A pequena
Alice também ndo poderd escapar da
atracdo fatal da singularidade! Nos a
perderemos para sempre.

O buraco negro de Schwarzschild
(Fig. 13) é 0 mais simples desses objetos
fascinantes, mas hd outros bem mais
complexos. Buracos negros sdo caracte-
rizados por sua massa M, momento an-
gular J e por sua carga elétrica Q. Para
cada caso, ha uma métrica apropriada
que descreve 0 espago-tempo associa-
do. A Tabela 2 resume 0s quatro casos

na frontal (a)ea equagéo (46) re- Figura 11 - Alice em queda livre. O fundo do
fere-se a lanterna traseira (b). Le- Pogo € a singularidade essencial. Note que o
vando em conta que o sinal nega- efeito da espaguetificacdo estd sendo ignorado.
tivo indica que r decresce, vemos Se levado em conta, Alice seria despedacada
que a condicéo (a) significa que o Pelas poderosas forcas de maré geradas pelo
pulso dianteiro se propaga em di- buraco negro bem antes de cruzar o horizonte
recdo a singularidade em r =0, dos eventos. (Desenho de Victor Bernardo Fil-

desde o inicio até o final da queda gueiras Picallo.)
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Box 4: A equaciio da orbita, a precessio de Merciirio e o desvio da luz

Como a métrica de Schwarzschild descreve um espaco-tempo esfericamente simétrico e estatico, podemos fazer 6 = /2
e considerar apenas o plano equatorial, nesse caso

22 _ (1 TS\ 2an2 (1 TS\ a2 2 2
(M) = (1 r) ) (1 r) (Ar)* =2 (Ad)2.
Por outro lado, é possivel mostrar que se um corpo de massa m segue uma geodésica nesse espago-tempo, ha duas constantes

de movimento:
E s\ dt
=Dz

L:r2@

m dar’

a energia por unidade de massa £, e

o momento angular por unidade de massa £. Com a métrica e essas duas constantes de movimento, podemos obter a equagao

da 6rbita para particulas com massa
1 dr\? E\? re\ [/m2 1
(rzd(b) - (Z) - (1_ r) {(L) +r2}'

Para fotons, a equagdo da drbita é obtida da equacédo acima fazendo m = 0.

A equacdo da oOrbita é a versdo da relatividade geral da equacdo de Binet, que descreve o problema de dois corpos da
mecanica classica e, em particular, o problema de Kepler.

A equacdo da Orbita permite resolver o problema da precessdo de Mercurio e do desvio da luz em presenca de uma
massa central M. Os resultados tedricos sdo comprovados pela observacao.

r em unidades \

de 2 GM Ba NN 22,
2

Ny .~ rem unidades
de2 GM
7]

c

c

)

.

Figura 12 - O grafico a esquerda mostra as trajetorias dos raios de luz saintes, as curvas continuas em preto; e as entrantes, as
curvas pontilhadas em azul. Ambas as curvas sao solugdes das Egs. (45) e (46) e sdo tecnicamente conhecidas como geodésicas
nulas. No grafico a direita, vemos os cones de luz locais cada vez mais fechados a medida que Alice, no vértice dos cones de luz
locais, cai em direcdo a singularidade em r = 0.

Tabela 2: Classificagdo dos buracos negros. Apenas os buracos negros de Schwarzschild e Kerr sdo relevantes do ponto de vista
astrofisico.

Massa (M) Momento angular (]) Carga (Q) Nomenclatura
Sim Nédo Néo Schwarzschild
Sim Sim Néao Kerr
Sim Sim Sim Kerr-Newman
Sim Nédo Sim Reissner-Nordstrom

conhecidos. A importancia dos buracos
negros decorre de seu poder de criar
cendrios espaco-temporais extremos,
logo, perfeitos para testar a teoria da re-
latividade geral.

5. Observacdes finais

Um caminho tortuoso, cheio de idas
e vindas, leva a formulagdo final da

A Fisica na Escola, v. 19, n. 2, 2021

TRG, isto é: as equacdes de Einstein (ver
Box 2). Equipado com as ferramentas
matemadticas adequadas, o célculo ten-
sorial e as formas diferenciais que nos
permitem analisar as geometrias nao-
-euclidianas, o estudante moderno po-
de, em principio, postuld-las e resolvé-
-las, obtendo dessa forma a meétrica
apropriada, ou, mais precisamente, 0s

Machado e cols.

coeficientes métricos g, que contém to-
da a informacdo necessdria para des-
crever 0 espaco-tempo determinado
por uma dada distribui¢do de matéria e
energia. Em outras palavras, o PE ndo é
mais necessdrio! No entanto, de um
ponto de vista pedagdgico, o PE é ainda
0 melhor modo de introduzir o profes-
sor do Ensino Médio e os estudantes in-
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telectualmente mais inquietos e curio-
sos a0 mundo maravilhoso da mais be-
la das teorias classicas, em um nivel
além do puramente descritivo.
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Figura 13 - Aparéncia predita por O. Straub, F.H. Vincent, M.A. Abramowicz, E. Aceito em: 15 de Dezembro de 2020
Gourgoulhon e T. Paumard, na Ref. [18], de um buraco negro de Schwarzschild com

um anel toroidal de matéria ionizada. O modelo descreve Sagitario A*. A assimetria

da radiagdo é provocada pela forte influéncia do efeito Doppler, pois a matéria ioni-

zada deve circular em torno do buraco negro com velocidade orbital muito alta para

compensar a enorme atracdo gravitacional. Fonte: Wikipedia.
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