' Demonstraqoes matematlca

,\»’4 7o ,\ #

Rodrigo José da Silva'* ® e
Edson Pereira Gonzaga?

"Universidade Federal de S3o Jodo del-
-Rei, Sdo Jodo del-Rei, MG, Brasil.
2Universidade Cruzeiro do Sul,
Campus Liberdade, Sao Paulo, SP,
Brasil.

RESUMO

Partindo-se da intrinseca interdisciplinaridade
presente na astronomia e assumindo o relevante
papel das demonstragc6es matemdticas no processo
de construgdo mental, o presente artigo tem por
objetivo a proposicéo de duas demonstragbes
matemadticas, de prépria autoria, a serem utilizadas
como ferramentas de ensino, as quais possuem
como base a interdisciplinaridade e a meta de maior
assimilagdo e concretizagdo, por parte do alunado,
de conceitos abstratos. A primeira demonstragdo
recai sobre o cdlculo da distdncia entre observador e
horizonte, em fungdo da altura a qual o observador
encontra-se posicionado em relagdo a superficie
terrestre. A segunda demonstragéo é uma
adaptacdo matemdtica para a efetiva explicagéo da
ocorréncia de maiores temperaturas quando os
raios solares incidem a pino (perpendicularmente)
em determinada regiéo do planeta.
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1. Introducéo

onforme a Ref. [1], apesar de a
astronomia consistir na ciéncia
natural mais antiga, ela ndo pos-
sui uma metodologia de ensino bem de-
finida nos centros educacionais basicos,
uma vez que é geralmente reservada as
esferas mais adiantadas do ensino. Con-
sequentemente, diversos sdo os estudos
que buscam aprimorar métodos aplica-
dos ao ensino de astronomia para o En-
sino Fundamental e o Ensino Médio.
Ainda segundo os autores, a astronomia
apresenta carater interdisciplinar, uma
vez que mantém relacdo com todos os
campos do conhecimento (Fig. 1), po-
dendo-se usar todos 0s processos para
se ensinar astronomia, bastando para
isso compor um quadro criativo de
aprendizado.

Conforme a Ref. [2], a interdiscipli-
naridade é a ferramenta de ensino que
retoma o carater de interdependéncia e
interatividade existente entre as coisas
e as ideias, & medida que resgata a
visdo de contexto da realidade e de-
monstra que a humanidade vive numa
grande rede ou teia de interacdes com-
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plexas. Ainda segundo o autor, a inter-
disciplinaridade recupera a tese de que
todos 0s conceitos e teorias estdo conec-
tados entre si.

Dessa maneira, entre oS processos
para o ensino de astronomia, desta-
que-se, de forma intrinseca, sua men-
cionada interdisciplinaridade. Confor-
me a Ref. [3], a interdisciplinaridade é
uma atitude frente a questdo do co-
nhecimento, uma atitude de abertura
a compreensdo de aspectos ocultos do
ato de aprender. Portanto, a demons-
tragdo matematica atua de forma efeti-
va na interdisciplinarizacdo de concei-
tos e concretizacdo de fatos abstratos,
pois:

“(...) a matematica, de forma
impar, é uma ciéncia derivada
do pensamento puro, consti-
tuindo-se essencialmente em
um processo de construcdo
mental. Dessa maneira, suas
atividades  caracterizam-se
pela formulagdo de conjectu-
ras que se validam quando
acompanhadas das devidas
demonstragdes.” [4]
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Figura 1 - Campos do conhecimento que se relacionam com a astronomia. Fonte:

Ref. [1].
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1.1. Objetivo geral

Pretende-se construir um quadro
criativo para a consolidacdo do apren-
dizado do alunado mediante a interdis-
ciplinarizagdo por meio de demonstra-
¢Bes matematicas e conceitos fisicos.
Pretende-se propor meios de se obter
maior assimila¢do, por parte do aluna-
do, de conceitos que comumente ndo
sdo apresentados de forma analitica,
mas tedrica.

1.2. Objetivos especificos

O presente trabalho tem por objeti-
vos especificos:

e a realizacdo de duas demonstracoes
matematicas de autoria propria;

e mediante as demonstragdes, tratar
de forma interdisciplinar dois pro-
blemas comuns no ensino de astro-
nomia: um sobre a curvatura terres-
tre e outro sobre as esta¢des do ano;

e propor melhor assimila¢do de con-
ceitos fisicos, como a Optica e a ener-
gia, e de conceitos matematicos, co-
mo a geometria plana e manipula-
¢Oes algébricas.

2. Desenvolvimento

A primeira demonstracdo recai so-
bre o calculo da distancia do horizonte
a um observador posicionado a deter-
minada altura em relacdo a superficie
terrestre. Ja a segunda pretende eviden-
ciar, de forma analitica, o motivo da
ocorréncia de maiores temperaturas no
verdo, quando o sol estd a pino sobre a
regido da Terra em questdo. Para am-
bas as demonstragdes sdo realizadas hi-
poteses conceituais de prdpria autoria,
por meio da exploracdo de conceitos
geométricos e manipulacdes algébricas
apresentadas passo a passo.

2.1. Demonstracédo I - cdlculo da
distédncia do horizonte a um
observador localizado a determinada
altura sobre a superficie da Terra

A presente demonstracdo pode ser
aplicada como um aprimoramento ao
ensino de conceitos relacionadas a cur-
vatura da Terra e ao horizonte. Diver-
sos autores, como na Ref. [5], ilustram a
Terra como uma circunferéncia perfei-
ta. Idealiza-se, portanto, a Terra como
um circulo de raio r e centro O, bem co-
mo um observador adimensional sobre
o ponto A da superficie terrestre e loca-
lizado a uma altura h conforme a Fig. 2.
A presente demonstracdo propoe o cal-
culo da distancia, em metros, do obser-
vador ao horizonte.

Segundo [6], desde a antiguidade ja

hiA

Figura 2 - Terra idealizada como uma
circunferéncia de centro O e observa-
dor sobre a superficie em A, a uma
altura h.

se conhecia a propagacdo retilinea da
luz (ou da visdo). Em sintese, a luz se
propaga em linha reta e a capacidade
humana de enxergar objetos se da atra-
vés da luz que aqueles emitem ou refle-
tem, conforme a Fig. 3. Por conseguinte,
inicialmente pode ser apresentado ao
alunado o principio éptico da propaga-
cdo retilinea da luz.

Na sequéncia, conforme a Fig. 4, o
ponto sobre a superficie terrestre mais
distante dos olhos do observador (o ho-
rizonte — ponto B) encontra-se a uma
distdncia d: a distancia em linha reta
percorrida pela luz desde o horizonte
visivel até os olhos do observador. O
segmento que representa a distancia d
¢ tangente a circunferéncia em B. A dis-
tancia entre os pontos A e B, sobre a su-
perficie terrestre, é representada pelo
arco de circunferéncia d'.

A Fig. 5 apresenta 0s segmentos
AO = BO = r. Obtém-se entdo um trian-
gulo retdngulo de hipotenusa (h+r)
com catetos d e r. O teorema de Pitdgo-
ras pode entdo ser aplicado conforme a
Eq. (1):

(h+1)?=r*+d. (1)

A manipulacdo da Eq. (1) para a deter-

Figura 3 - Propagacdo retilinea da luz.
Fonte: e-Fisica.

d
h\ B

Figura 4 - Distancias d (percorridas pela
luz) e d’ (sobre a superficie terrestre)
entre observador e horizonte.

minacdo de d se da& conforme as
Egs. (2)-(4),

h? 4 2hr + 1% =% + &, (2)

& = W+ 2hr, (3)

d =R+ 2hr, (4)

nas quais d é a distancia em linha reta
percorrida pela luz desde o horizonte
visivel até os olhos do observador, em
funcdo da altura h a qual o observador
se encontra em relacdo a superficie ter-
restre e do raio r da Terra.

O angulo @ (Fig. 5), em radianos,
pode ser relacionado com d e r através
das func¢bes tangente e sua inversa,
conforme a Eq. (5) e a Eq. (6),

Figura 5 - Tridngulo retangulo de hipo-
tenusa (h +r) com catetosd er.
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(@) =, ()

5 ©

e substituindo a Eq. (4) na Eq. (6) tem-se
a Eq. (7):

® = arctg

AN IEY

® = arctg (7)

Vvh® +2hr
- .
Por conseguinte, o comprimento de ar-
co @ pode ser calculado como uma fra-
¢do do comprimento da circunferéncia
de 27 radianos conforme a Eq. (8):

d = or. (8)

Substituindo entdo a Eq. (7) na Eq. (8)
obtém-se a Eq. (9),

d = r.arctg .9

NCE
r
na qual @ é a distancia em metros sobre
a superficie terrestre entre um observa-
dor —localizado a uma altura h, em me-
tros, da superficie — e o horizonte e
r =6.371x10% m é o raio da Terra.

De posse da Eq. (4) e da Eq. (9), com-
paragdes concretas podem ser efetua-
das a fim de estimular a curiosidade do
alunado:

Um individuo localizado no telhado
de uma casa de 3 m de altura (h = 3m)
estaria a uma distancia, sobre a superfi-
cie terrestre, de aproximadamente
6,18 km do horizonte (¢’ = 6.182,72 m).
J& um individuo sobre um pequeno
prédio de 12 m de altura (h = 12 m) es-
taria a uma distancia de aproximada-
mente 12,37 km do Thorizonte
(d=12.365,4 m). H4 que se observar,
junto ao alunado, que para ambos 0s
observadores o valor de d (distancia em
linha reta percorrida pela luz desde o
horizonte visivel até os olhos do obser-
vador) ndo difere significativamente de
d. Isso ocorre porque na situacdo hipo-
tética apresentada a altura é muito pe-
quena quando comparada ao raio ter-
restre (h<r). Portanto, a distancia en-
tre observador e horizonte também é
pequena quando comparada ao com-
primento da circunferéncia terrestre
idealizada (d <27r), o que implica
num pequeno valor de ®. Como para
pequenos angulos tém-se arctg(P) = o,
¢ valido que & = d. Ainda se pode obser-
var um incremento multiplicativo na
distancia, que é equivalente a raiz qua-
drada do incremento multiplicativo na
altura (o observador posicionado a
uma altura quatro vezes maior locali-
za-se a uma distancia do horizonte
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duas vezes maior); 0 que ocorre
porque sendo h<r, tem-se
h? < 2hr na Eq. (4), o que implica
em d = Vh% + 2hr=v2hr. Ou seja:
se h é multiplicado por um real
positivo K, entdo d é multiplicado
por vk, pois
= /2(Kh)r = VKV2hr. Esse re-
sultado para pequenos angulos
(@ =d) evidencia o motivo pelo
qual a curvatura terrestre € im-
perceptivel para observadores po-
sicionados a pequenas alturas em
relacdo a superficie do planeta.

cional encontra-se a uma altura
aproximada de 408  km
(h=408.000 m) da superficie da Terra.
Dessa forma, a distancia em linha reta
percorrida pela luz desde o horizonte
visivel até os olhos dos astronautas lo-
calizados na Estacdo Espacial Interna-
cional é de aprox1madamente
2,316 x 10° km (d=2, 316 x 10° m). Jaa
dlstanaa sobre a superflcle terrestre é
de aproximadamente 2,222x10° km
(d=2,222x10° m). A 31gn1ﬁcat1va di-
ferenga de aproximadamente
94 x 10° km entre os valores de d e @
evidencia o motivo de grandes alturas
em relacdo ao solo (grandes valores de
®) proporcionarem a percepc¢do da cur-
vatura terrestre — Fig. 6.

O alunado ainda pode ser questio-
nado a respeito da altura minima ne-
cessdria, em relacdo ao solo, a qual de-
veria estar posicionado, em certa noite,
para que fosse possivel a visualizacdo
direta das luzes de uma cidade hipotéti-
ca que se encontraria a 62 km
(€ =62.000 m) de distancia. Despre-
zando-se a altura das fontes de luz da
cidade hipotética, a distancia percorri-
da pela luz emitida por essas fontes até
os olhos do alunado seria aproximada-
mente 2 m a mais que a distancia entre
os locais (de observacdo e observado)
sobre a superficie terrestre

Movimento de Translacao

Flgura 6 - Curvatura terrestre fotografada da
A Estacdo Espacial Interna- Estacdo Espacial Internacional. Fonte: Imagens

da Estacdo Espacial, NASA.

(d=62.002 m). A altura minima neces-
saria seria de aproximadamente 300 m
(altura da Torre Eiffel).

2.2. Demonstracdo II - adaptacéo
matemdtica para a explicacéio do
motivo de maior temperatura
ambiente quando o Sol estd a pino
(raios solares incidindo
perpendicularmente a superficie
terrestre)

A presente demonstracdo torna-se
extremamente vidvel para o aprimora-
mento do entendimento quanto as esta-
¢Oes do ano. Mediante a Fig. 7, que re-
presenta o movimento de translagdo
terrestre fora de proporcdo, é comu-
mente explicado aos alunos que o verao
(dias mais quentes) em determinado
hemisfério se d4 quando os raios sola-
res incidem a pino na regido da Terra
em questdo. A titulo de exemplo, no dia
21 de dezembro ocorre o inicio do ve-
rao no hemisfério sul, com o sol a pino
no Trépico de Capricérnio [5] — o que é
evidenciado pela Fig. 8.

Inicialmente, idealiza-se, conforme
a Fig. 9, um feixe de raio solar com se-
cdo transversal circular e diametro D,
incidindo no solo com um angulo 6.

N’ 21 de margo:

equindcio
outono (no sul) \!/

primavera (no norte)

. 21 de junho:
solsticio

verdo (no norte)

23 de setembro:
equinocio

's verzo (no sul)
inverno (no norte)

21 de dezembro:
solstlcno S

outono (no norte)
primavera (no sul

Figura 7 - Tipica figura encontrada em livros didaticos para ilustrar a explica¢do das

estacdes do ano. Fonte: Ref. [5].
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Circulo Polar Artico (66° N)

Trépico de Cancer (23° N)
Equador (0°)

Tropico de Capricérnio (23° S)
Circulo Polar Antartico (66° S)

Figura 8 - Sol a pino no Trdpico de Capricérnio — hemisfério sul. Fonte: Sitio da

InfoEscola.

Segdo

transversal
@

Solo

Figura 9 - Feixe solar idealizado, de secdo transversal circular de diametro D, inci-

dindo sobre o solo com angulo 6.

Seg¢do transversal
da area iluminada

— =

Figura 10 - Determinacdo geométrica do didmetro X da drea do solo iluminada pelo

feixe de luz solar.

Desenhando o segmento D interna-
mente ao feixe e 0 mais proximo possi-
vel do solo, obtém-se o tridngulo retan-
gulo de hipotenusa X (Fig. 10) que re-
presenta o didmetro da area circular do
solo que é iluminada pelo feixe de luz
solar.

A relagdo entre o didmetro X da
drea iluminada e o didmetro D do feixe
solar se da mediante a Eq. (10) e a
Eq. (11), em funcdo do angulo de inci-
déncia 6.

sen(f) =

D
X= sen(6) (11)

; (10)

S li~]

Na sequéncia, pode ser apresentado ao
alunado o conceito de fluxo de energia,
conforme o Glossario de Fisica Solar da

NASA: em fisica, o fluxo de energia é a
taxa de transferéncia de energia atra-
vés de uma superficie e é definido como
a taxa de transferéncia de energia por
unidade de 4rea. Considera-se, portan-
to, o feixe de luz solar com energia E, e
o fluxo de energia F que incide
sobre o solo pode ser calculado
como a razdo entre a energia E
do feixe e a drea iluminada no so-
lo (drea do circulo de didmetro
X); conforme a Eq. (12).

_ energia
" aréa iluminada
E

=T 12

Figura 11 - Combustdo do papel med-
iante a concentracdo dos raios solares
em um unico ponto de pequena &rea,
através de uma lupa. Fonte: Pagina
Ciéncias no Século XXL

de energia é inversamente proporcio-
nal a 4rea iluminada. Em outras pala-
vras, para uma mesma energia E, o flu-
X0 F serd maior para menores valores
de X (menor 4rea iluminada). Pode-se
ainda fazer analogia, conforme repre-
sentacdo da Fig. 11, a cléssica situacdo
em que se usa uma lupa ou lente de au-
mento para produzir fogo, ao concen-
trar toda a luminosidade solar recebida
pela lente em Unico ponto de pequena
area.

Dessa forma, passa-se a andlise da
Eq. (11), na qual é possivel apresentar
ao alunado outra vez o conceito de pro-
porcionalidade: X é inversamente pro-
porcional a sen(f). Portanto, 0 menor
valor de X — que, conforme a Eq. (12),
ird proporcionar o maior valor de fluxo
de energia F — ocorre para o maior va-
lor possivel de sen(f). Conforme a
Fig. 12 (circulo trigonométrico para o
intervalo 0° <6< 180°), o maior valor
possivel de sen(f) é 1 — 0 =90° Por
conseguinte, fica demonstrado que
quando o feixe de luz solar incide per-
pendicularmente ao solo (dngulo de in-

sen (0)

0

Mediante a Eq. (12), pode-se dis-

cutir questdes de proporcionali- Figura
0°<0<180°.

dade, verificando-se que o fluxo

I 0% —06 04 —02 00 02 04 o6 08 |

12 - Circulo trigonométrico para
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cidéncia igual a 90°, conforme Fig. 13),
obtém-se a maior energia por unidade
de area (maior fluxo de energia) e, co-
mo consequéncia, temperaturas mais
altas ocorrem em determinado local so-
bre a superficie terrestre quando hd a
incidéncia perpendicular (a pino) dos
raios solares.

3. Conclusoes

Na Demonstracdo I, hd a interdisci-
plinaridade entre astronomia, fisica e
matematica. S80 explorados conceitos
de dptica (propagacdo da luz), curvatu-
ra terrestre, geometria plana (célculos
envolvendo circunferéncia e triangulo
retangulo) e manipulacdo algébrica.

A Demonstracgdo II igualmente im-
plica na interdisciplinaridade entre as-
tronomia, fisica e matematica; nela sédo
explorados conceitos de energia, esta-

Referéncias

Figura 13 - Raio solar com angulo de
incidéncia de 90°.

¢Bes do ano, geometria plana, trigono-
metria e manipulacdo algébrica.

Ambas as demonstracfes tratam,
de forma interdisciplinar, problemas
comuns no ensino de astronomia medi-
ante conceitos fisicos e matematicos.

Tratam ainda de explorar amplamente
ferramentas geométricas e analiticas, a
fim de que se possa estimular os alunos
para a obtencdo de um entendimento
mais concreto sobre os enunciados
apresentados, de forma a consolidar as
demonstragdes matematicas como um
quadro criativo de aprendizado e um
fator de aprimoramento para o0 ensino
de astronomia.
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