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Uma das mais belas frases de Cora 
Carolina, que mantenho posta-
da na porta de minha sala, para 

alentar meu espírito em cada novo dia 
de trabalho na universidade, é

“Feliz aquele que transfere o que 
sabe e aprende o que ensina”

Não posso pensar em frase mais 
apropriada para descrever o que 
deve estar passando pelo espírito 
dos professores de escolas do Ensi-
no Médio que, com muito sacrifício 
e dedicação, estão se aperfeiçoando 
no programa do Mestrado Nacional 
Profi ssional em Ensino de Física! Na 
tarefa de ajuda-los a aprender e ale-
grar seus espíritos, estão envolvidos, 
com grande dedicação e profi ssio-
nalismo, professores universitários 
de sessenta e três polos, espalhados 
por todo o país, e os membros da 
Comissão de Pós-Graduação da SBF, 
incluindo a Pró - Reitoria. Todos têm 
plena consciência de que, para que 
o programa tenha o êxito almejado, 
é absolutamente necessário disponi-
bilizar instrumentos didáticos ade-
quados para profi ssionais que, em-
bora estejam ensinando a matéria no 
Ensino Médio, nem sempre tiveram 
acesso a uma formação satisfatória 
em Física. Para isso a Série MNPEF 
foi planejada – prover material didá-
tico adequado para os alunos do pro-
grama evitando as difi culdades de 
textos preparados para a formação 
sequencial tradicional dos cursos de 
licenciatura e bacharelado. Agrade-
ço profundamente aos colegas que 
estão se empenhando nessa tarefa. 
A recompensa por sua dedicação 
provavelmente não virá de promo-
ções ou recompensas acadêmicas, 
mas sim do lampejo de satisfação no 
olhar de cada aluno ao aprender um 
novo tópico através de seus livros!

Ricardo Galvão
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VENDA PROIBIDA

N esta obra, a mecânica quântica é apresentada de forma introdutória, 
concisa e, de forma pioneira, sem recorrer a concepções da Física Clás-
sica na apresentação de seus conceitos. Tópicos constantes de livros 

didáticos tradicionais, como a estrutura formal da teoria e suas aplicações 
são abordados, mas também considerável ênfase é dada a recentes avanços da 
Física como fenômenos eletrônicos em dimensões reduzidas, teleporte e com-
putação quânticos, entre outros, assim como algumas das possíveis interpre-
tações alternativas da teoria. Do ponto de vista metodológico, a obra propõe o 
uso intensivo de objetos educacionais, como vídeos, animações e simulações 
e traz uma lista de referências bibliográfi cas e midiáticas. Trata-se de um livro 
inovador, que poderá ser usado com proveito em cursos de licenciatura, ba-
charelado e mestrado profi ssional da área de Ciências Exatas.
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Apresentação da série

O Mestrado Profissional Nacional em Ensino de 
Física – MNPEF (PROFIS) é, como sugere o título, 
um programa nacional de caráter profissionalizante 

voltado a professores de Física da Educação Básica com vis-
tas a melhorar, recuperar, atualizar o ensino de Física no país. 
É uma iniciativa da Sociedade Brasileira de Física, com apoio 
da CAPES e de várias Instituições de Ensino Superior que 
atuam como Polos do MNPEF.

O ensino de Física na Educação Básica precisa passar 

por mudanças significativas, pois está desatualizado em ter-

mos de conteúdos e metodologias. Embora possam constar 

nos programas das disciplinas, conteúdos de Física Moderna 

e Contemporânea não são abordados. Os conteúdos traba-

lhados são, majoritariamente, do século XIX e as metodo-

logias de ensino são, predominantemente, aulas expositivas 

e resolução de exercícios, sem incorporar as tecnologias de 

informação e comunicação.

A proposta do MNPEF procura contribuir para essa 

mudança: o currículo enfatiza conteúdos de Física mais atua-

lizados e o uso de tecnologias de informação e comunicação, 

mas também dá atenção a marcos históricos e epistemoló-

gicos no desenvolvimento da Física, assim como para teo-

rias de aprendizagem. Além disso, o trabalho de conclusão 



do mestrado deve incluir um produto educacional que tenha 

sido usado em condições reais de sala de aula e possa ser 

utilizado por outros professores de forma independente do 

mestrado.

Para alcançar os objetivos dessa proposta é preciso 

que os mestrandos passem por um ensino diferente do tradi-

cional e que disponham de materiais instrucionais adequa-

dos a esse ensino.

Materiais instrucionais incluem livros como os da Série 

MNPEF. São textos sobre conteúdos de Física, por exemplo, 

de Mecânica Quântica, com um enfoque mais conceitual e 

fenomenológico, porém sem descuidar de um formalismo 

básico. São também textos sobre o uso de estratégias como 

modelagem e simulação computacionais ou sobre marcos no 

desenvolvimento de Física. Outra possibilidade é a inclusão 

de textos que abordem tópicos como Física e música, Física 

e arte, Física e medicina, Física e engenharia, porém sempre 

com o objetivo de ensinar Física. 

É nesse sentido que é feita a apresentação desta 

Série do MNPEF. O ensino de Física carece de livros que não 

sejam centralizados em questões de exames ou de proble-

mas a serem resolvidos mecanicamente com aplicações de 

fórmulas.

Marco Antonio Moreira



Marcel Novaes dedica o livro a sua esposa, Alessandra Arantes, 

e Nelson Studart a seus filhos André, Juliana e William.
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Prefácio

Este livro foi escrito como um texto de apoio aos docen-
tes e alunos da disciplina de Mecânica Quântica do 
Mestrado Nacional Profissional de Ensino de Física 

(MNPEF-SBFCapes) e aborda os temas gerais propostos na 
ementa da disciplina. A escolha dos tópicos e sua apresen-
tação são, obviamente, autorais. Consequentemente, não se 
trata de um livro didático de Mecânica Quântica independente 
de outros bons textos disponíveis. No entanto, pode ser de 
interesse para uso em disciplinas de Física Contemporânea 
de Cursos de Licenciatura em Ciências Exatas.

O livro discute os fundamentos básicos da Mecânica 

Quântica, assumida como um campo do conhecimento bem 

definido, com uma teoria formal consolidada, comprovada 

por experimentos bem conduzidos e com aplicações extraor-

dinárias no domínio tecnológico. A abordagem utilizada visa 

a uma aprendizagem acerca dos fenômenos atômicos e suba-

tômicos sem nenhuma referência à Física Clássica. Ondas e 

partículas, por exemplo, são conceitos clássicos fundamen-

tais para a compreensão do mundo macroscópico, mas que 

não precisam ser usados no estudo da Mecânica Quântica. 

Essa visão puramente quântica elimina interpretações espú-

rias do tipo dualidade onda-partícula, que a nosso ver podem 

dificultar a aprendizagem por serem de difícil assimilação 



pelos alunos. Nesse sentido, elétrons, fótons, prótons, áto-

mos e moléculas são considerados simplesmente objetos 

quânticos, com características próprias como carga, massa e 

spin, descritos por estados quânticos que satisfazem os prin-

cípios e regras da teoria.

Não tratamos da transição clássico-quântica, como 

na maioria dos textos didáticos introdutórios da disciplina. 

Em vez disso, remetemos o estudo da Teoria Quântica Antiga 

(1900-1925) para os cursos de História da Física. Assim, o 

quantum de ação de Planck, o indefectível modelo atômico 

de Rutherford-Bohr e a famosa dualidade onda-partícula de 

de Broglie, entre outros consideráveis avanços na evolução 

da Física, estão ausentes desta obra.

Entendemos que, no atual nível de compreensão do 

leitor, o conceito de probabilidade é o conceito-chave na des-

crição dos fenômenos quânticos e é a partir dele que a teo-

ria quântica é construída nesse livro. Embora esse conceito 

seja fundamental em outras áreas do conhecimento, mais 

especificamente na Mecânica Estatística no caso da Física, 

o conceito de probabilidade é essencialmente intrínseco à 

Mecânica Quântica e sua interpretação é diferente da que é 

utilizada no caso clássico, embora a fundamentação mate-

mática seja a mesma.

O livro, de início, discute o princípio da incerteza de 

Heisenberg a partir da interpretação probabilística e assume 

que a evolução dinâmica da amplitude de probabilidade, 

denotada pela famosa função “psi”, é dada pela equação de 

Schrödinger, cuja solução é apresentada para alguns siste-

mas físicos. A interpretação probabilística considerada é a 

tradicional, conhecida como a de Copenhague, mas outras 

interpretações são mencionadas ao final. Os problemas uni-

dimensionais, tratados como toy models em outros textos, 

são resolvidos por meio de exemplos de sistemas do mundo 

manométrico: poços, fios e pontos quânticos.



A teoria completa da Mecânica Quântica é apresen-

tada a seguir, estabelecendo os postulados básicos dentro do 

formalismo de Dirac e discute algumas aplicações por meio 

do consagrado sistema de dois níveis. Destaque seja feito à 

discussão do tópico bastante contemporâneo da Informação 

Quântica e ao capítulo que discute o uso do computador para 

obtenção de soluções aproximadas 

O livro busca incentivar o uso de objetos educacionais 

digitais, tais como artigos, vídeos e simulações, por meio 

de inserções ao longo do texto que são indicadas por íco-

nes específicos. Consideramos essencial que esses recursos 

sejam utilizados durante o curso para complementação do 

conteúdo. O professor também deve buscar outros materiais 

instrucionais, disponíveis em livros e na internet, em particu-

lar exercícios e problemas de aplicação dos conceitos. Depois 

do texto principal, oferecemos uma lista (não exaustiva) de 

sites, livros e artigos concernentes ao tema de Mecânica 

Quântica que pode ser usada para ampliar o conhecimento 

sobre a disciplina.

Marcel Novaes e Nelson Studart
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Capítulo 1

Densidades de 
probabilidade clássicas 

Julgamos apropriado começar este curso introduzindo 
noções de probabilidade que são muito usadas em 
teorias da Física, como a Teoria Cinética dos Gases, a 

Mecânica Estatística e evidentemente a Mecânica Quântica, 
objeto de nosso estudo. Iniciamos pelo processo clássico 
da medição e por uma afirmação: não é possível encontrar 
valores experimentais de uma grandeza que tenham precisão 
infinita. Essa constatação não tem nada a ver com Mecânica 
Quântica; ela decorre do simples fato de que qualquer instru-
mento de medição, seja ele uma régua ou um microscópio, 
possui uma resolução máxima. Tal instrumento sempre mede 
uma grandeza, x , dentro de um limite de precisão, ou incer-
teza, x∆ . O resultado de tal medição costuma ser expresso 
como x x± ∆ . Pode ser que a incerteza presente em uma 
determinada medida seja muito pequena, talvez sem qual-
quer efeito prático. Mas é preciso reconhecer que ela está 
sempre presente.

Isso significa que, ao fazermos a medição de uma 

grandeza física qualquer, não podemos representar a medida 
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por um ponto, digamos x . É mais correto representá-la por 

uma pequena região, ou intervalo, de tamanho x∆ . Sabemos 

que o valor da medida corresponde a algum ponto dentro 

daquele intervalo, mas não podemos dizer exatamente qual 

porque nossa medição não tem precisão infinita.

Voltemos à nossa descrição acerca das medições: 

É mais provável que a medida corresponda a um ponto no 

meio do intervalo do que a um ponto muito perto das bordas 

do intervalo. Há uma gradação contínua de probabilidades. 

Podemos levar isso em conta definindo uma função, ( )f x ,  

cujo valor representa o quão provável é que a grandeza 

medida possua o valor x . Atribuiremos grandes valores de 
( )f x  aos valores de x  que julgamos mais prováveis corres-

ponder ao valor real e pequenos valores de ( )f x  aos valores 

de x  que julgamos pouco prováveis. Mais concretamente, 

definimos a integral de ( )f x  sobre um intervalo qualquer, 

( )
b

a
f x dx∫ , (1.1)

como igual à probabilidade de que o resultado de nossa 

medição esteja dentro daquele intervalo. Isso vale para qual-

quer intervalo. Uma função cuja integral é sempre uma pro-

babilidade é chamada de densidade de probabilidade ou função 

de distribuição.

Toda densidade de probabilidade deve necessa-

riamente satisfazer duas condições: ela nunca é negativa, 

( ) 0f x ≥ , e ela é normalizada, isto é, sua integral em todo o 

espaço deve ser 

( ) 1f x dx
∞

−∞
=∫ . (1.2)

Essa igualdade expressa o fato de que a grandeza 

deve necessariamente corresponder a algum ponto nesse 

intervalo, ou seja, a chance de que ela seja encontrada entre 

−∞  e ∞  é de 100%. Uma vez que possuímos a densidade de 
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probabilidade que representa o conjunto de medições, o valor 

médio da grandeza, x〈 〉 , é dado por 

( )x x f x dx
∞

−∞
〈 〉 = ∫ . (1.3)

De forma geral, o valor médio de uma função qualquer 

g(x) é definida como 

. (1.4)

Note que essa definição nada mais é do que aquilo 

que chamamos de uma média ponderada: somamos todos 

os valores possíveis da função, cada valor sendo ponderado 

pela chance de ocorrência do correspondente valor de x.

É claro que a diferença entre a grandeza e seu valor 

médio, x x− 〈 〉 , é uma quantidade que possui, por sua vez, 

valor médio nulo, i.e. 0x x〈 − 〈 〉〉 = . Entretanto, o mesmo não 

é verdade para seu quadrado, chamado de variância: 

2 2 2 2 2( ) ( )x x x x x f x dx x
∞

∞
〈 − 〈 〉 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 = − 〈 〉∫  (1.5)

A variância está diretamente relacionada à incerteza 

da medida da grandeza: 2( )x x x∆ = 〈 − 〈 〉 〉 . 

Considere, por exemplo, a posição de uma partícula. 

Se sabemos que a partícula está localizada dentro de um 

certo intervalo, entre a  e b , e supomos que todos os pon-

tos do intervalo são igualmente prováveis, então podemos 

representar essa situação por uma densidade de probabi-

lidade que se anula fora do intervalo e é constante dentro 

dele. Para garantir a normalização, o valor da função deve 

ser o inverso do tamanho do intervalo. Nesse caso, teremos 
( ) / 2x a b〈 〉 = + .

Uma outra função que se presta bem a ser interpretada 

como uma densidade de probabilidade é a função Gaussiana, 

dada por
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2 2
0( ) /

2 1/2( )
( )

x x

G ex
σ

πσ

− −

= . (1.6)

Essa função é caracterizada pelos parâmetros 0x  e 
σ , cuja interpretação é imediata, pois nesse caso temos as 

igualdades 0x x〈 〉 =  e . A Gaussiana tem seu valor 

máximo quando 0x x=  e decai suavemente quando nos afas-

tamos desse ponto: ela se torna menor quanto maior é a dis-

tância entre x  e 0x . Note que o parâmetro σ  fornece uma 

medida da localização da partícula, ou seja uma escala típica 

dentro da qual podemos esperar encontrá-la, e que 

1
0 0 0) ( ) 3 )( 7% (e G xx GG xσ −+ = ≈ . (1.7)

A Gaussiana descreve exatamente o que queremos: a 

partícula tem grande chance de estar numa certa região, e 

pouca chance de estar em outras regiões. Usaremos frequen-

temente funções Gaussianas como exemplos de densidades 

de probabilidade. 

Na Figura 1.1 mostramos os gráficos das duas densi-

dades de probabilidade discutidas anteriormente. A primeira 

é constante no intervalo (0,4) e a segunda é uma função 

Gaussiana para a qual 0 2x =  e 1σ = . No segundo gráfico, 

marcamos as posições onde a função assume aproximada-

mente 37% de seu valor máximo. Esses pontos estão a uma 

distância σ  do ponto médio. Note que a Gaussiana também 

é muito próxima de zero fora do intervalo (0,4), mas não pos-

sui descontinuidade.
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Figura 1.1 – Esquerda: densidade de probabilidade constante no 

intervalo (0,4). Direita: Densidade de probabilidade Gaussiana, com 
média 2 e variância 1. A linha pontilhada horizontal mostra os pontos 

onde a função assume aproximadamente 37% de seu maior valor.

É importante considerar a seguinte questão. Conhecida 

a densidade de probabilidade ( )f x , considere uma nova 

variável ( )y g x= . Qual é a densidade de probabilidade  

associada à variável y ? A solução desse problema se baseia 

na ideia de conservação de probabilidade. Imagine um inter-

valo infinitesimal dx  que é levado pela função g em um inter-

valo infinitesimal dy . A probabilidade de que o valor de y  

esteja nesse intervalo deve ser igual à probabilidade de que 
x  estivesse no intervalo original. Ou seja,

. (1.8)

Note que não é a densidade de probabilidade que 

necessita ser conservada, mas a probabilidade mesma. 

Escrevendo em termos da função g , ficamos com

 ou . (1.9)

É preciso introduzir o módulo da derivada, pois caso 

ela seja negativa isso iria arruinar nossa densidade (densida-

des de probabilidade nunca podem ser negativas).
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Suponha que um ponteiro gira livremente, de modo 
que todos os ângulos θ entre 0 e π são igualmente 
prováveis. Encontre a densidade de probabilidade de 
cosθ. Encontre seu valor médio e sua variância.

Suponha agora que medimos a posição da partícula 

em dado sistema físico e que o valor da posição medida é 0x  

com incerteza x∆ . Decidimos representá-lo por uma densi-

dade Gaussiana. A questão que se coloca agora é: dada essa 

condição inicial, o que acontece depois? Como será a evolu-

ção temporal da densidade de probabilidade? Naturalmente, 

essa evolução temporal será uma outra densidade, ( , )G x t , 

cuja integral sobre uma região qualquer fornece a probabi-

lidade de que o sistema esteja naquela região em qualquer 

tempo t . Essa nova função não precisa necessariamente ser 

uma Gaussiana. Na verdade, ela pode ser bem mais compli-

cada do que uma Gaussiana. Conforme o tempo passa, ela 

pode até deixar de estar concentrada numa região pequena e 

começar a se espalhar.

Como exemplo, vamos considerar um sistema muito 

simples: a partícula livre. Digamos que a velocidade v  seja 

conhecida.1 Nesse caso, todos os pontos se movem com 

velocidade v  e a chance de que a partícula esteja na posi-

ção x  no tempo t  deve ser igual à chance que ela tinha de 

estar inicialmente em x vt− . Ou seja, se a densidade original 

era dada por (1.6), então a densidade como função do tempo 

será dada por
2 2

0( ) /

2 1/2( )
( , )

vx txeG x t
σ

πσ

− −−

= . (1.10)

1 Deveríamos admitir que também existe algum grau de incerteza na determi-
nação da velocidade, o que nos levaria a introduzir densidades de probabi-
lidade que fossem funções de x e v simultaneamente. Preferimos evitar essa 
complicação adicional e levar em conta apenas a incerteza na posição. A 
incerteza na velocidade será considerada no contexto da Mecânica Quântica.
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Em palavras, a densidade inicial se propaga com velo-

cidade v , mantendo sua forma original indefinidamente. Na 

Figura 1.2, mostramos uma densidade Gaussiana inicial, com 

0 0x =  e 1σ = , propagando-se com velocidade 3v =  em uni-

dades arbitrárias, para mostrarmos o resultado em três ins-

tantes de tempo, 0,1,2t = .

Figura 1.2 – Evolução de uma densidade Gaussiana, inicialmente 
centrada na origem, para uma partícula livre com velocidade 
v=3. Note como a função se propaga sem alterar sua forma.

Vamos aproveitar para apresentar uma situação que 

será importante para futura comparação com o caso quân-

tico. Digamos que uma partícula se aproxima com velocidade 

de módulo v, mas não sabemos se a velocidade é positiva ou 

negativa, ou seja, não sabemos se ela está vindo da direita ou 

da esquerda. Em t = 0 essa partícula pode estar na vizinhança 

da posição -Q com velocidade +v, ou então na vizinhança da 

posição +Q com velocidade -v. Nesse caso, é natural repre-

sentá-la pela seguinte densidade
2 2 2 2( ) / ( ) /

2 1/2 2 1/2( , )
2( ) 2( )

x xQ vt Q vt
f x t e eσ σ

πσ πσ

+ −− − − +

+= . (1.11)

Conforme o tempo passa, as duas componentes se 

aproximam, se cruzam e depois se afastam. Note que quando 

as duas componentes estão uma sobre a outra (em /t Q v= ), 

 o valor da densidade é o dobro do valor que cada componente 

possuía, pois elas se somam. A razão é simples: há o dobro 

de chance de a partícula estar na origem nesse instante, pois 
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pode ter vindo da esquerda ou da direita. Assim, as densida-

des se reforçam. 

Vale observar que a evolução temporal da função 

densidade é um caso particular de mudança de variável, em 

que passamos da posição no tempo inicial para a posição 

no tempo final. Por exemplo, para a partícula livre temos 

( ) (0)x t x vt= + . É claro que ( ) / (0) 1dx t dx = . Assim, as relações 

(1.9) nos dizem que , o que corresponde 

exatamente à relação que existe entre (1.6) e (1.10). [Atenção: 

não confundir (0)x , a posição inicial, que é indeterminada, 

com a constante 0x , que é seu valor médio!]

O exemplo da partícula livre talvez seja muito sim-

ples. Considere então um oscilador harmônico de frequên-

cia angular ω . A relação entre a posição inicial e a posição 

em um instante qualquer é   x(t) = x(0)cos(w t) . Nesse caso, a 

derivada necessária é   dx(t) / dx(0) = cos(w t). Se a função den-

sidade de probabilidade associada à posição inicial é dada 

pela Eq. (1.6), as relações (1.9) fornecem

 (1.12)

Sugerimos que seja realizada uma animação no com-

putador da evolução dessa função densidade com o tempo. 

Escolha 1σ = , 0 10x = −  e 2ω π= , por exemplo. 

Observe algo curioso com a função densidade 
dada pela Eq. (1.12) quando / 2t π ω= . Preste 
atenção a esse valor do tempo durante a animação. 
Você consegue explicar fisicamente o que está 
acontecendo? 
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Capítulo 2

Densidades de 
probabilidade quânticas

2.1 – Discussão de experiências sobre 
o caráter de objetos quânticos

São bem conhecidas as experiências mentais sobre o 
comportamento de elétrons e fótons que, após atra-
vessarem um par de fendas, atingem um detector. 

Feymann, no Capítulo 1 do volume 3 de suas Lições de Física, 
discute com maestria os resultados sutis que se espera 
observar acerca do comportamento desses objetos quânti-
cos (elétrons e fótons) em comparação com objetos clássicos 
(balas). Nos últimos anos, as experiências de dupla-fenda 
tornaram-se reais, tanto para fótons quanto para elétrons. 

Consulte http://en.wikipedia.org/wiki/Double-
slit_experiment para uma revisão, em especial 
as referências ali colocadas para estudo mais 
aprofundado. 
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Faça também a simulação, que pode ser encontrada 
no site http://phet.colorado.edu/pt/simulation/
quantum-wave-interference. 

Esses experimentos de dupla-fenda demonstraram 

que elétrons e fótons apresentam características tanto de 

ondas como de partículas e revelam a natureza probabilís-

tica dos fenômenos quânticos. Existe enorme admiração por 

grande parte dos físicos e interessados em ciência pela cha-

mada dualidade onda-partícula e o correspondente princípio 

da complementaridade de Niels Bohr. 

Como exemplo, podemos mencionar um recente 
resultado, muito divulgado nas redes sociais e 
anunciado com o título “The first ever photograph of 
light as both a particle and wave” no portal physics.org 
(http://phys.org/news/2015-03-particle.html#ajTabs), 
que foi publicado na Nature Communications 
em março de 2015 (Disponível em: <http://www.
nature.com/ncomms/2015/150302/ncomms7407/full/
ncomms7407.html>). 

Contudo, na nossa concepção, ondas e partículas 

devem ser considerados conceitos essencialmente clássicos, 

que não precisam ser estendidos para o universo quântico. 

Elétrons, fótons, átomos e até mesmo moléculas são objetos 

quânticos descritos pela Mecânica Quântica, que é bastante 

diferente da Mecânica Clássica que descreve os fenômenos 

macroscópicos.

Considere o seguinte experimento mental: um feixe de 

elétrons incide sobre uma placa metálica que possui duas 

fendas paralelas. Elétrons podem passar livremente pelas 

fendas, mas ficam retidos se atingirem a placa. Atrás da placa 

metálica encontra-se um detector, que registra um ponto 

luminoso sempre que atingido por um elétron. Imagine que o 
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feixe é extremamente fraco, com os elétrons incidentes bem 

separados temporalmente, chegando ao detector, depois de 

passar pela placa metálica, um de cada vez. A pergunta é: 

depois de um longo tempo, o que veremos?

Uma versão desse experimento foi de fato realizada, 
e o resultado pode ser visualizado em http://www.
hitachi.com/rd/portal/research/em/movie.html. 
Assista ao filme antes de prosseguir a leitura.

Duas características são marcantes nesse experi-

mento. Primeiro, os elétrons não chegam todos ao mesmo 

lugar. Inicialmente, não parece existir nenhuma regularidade 

no registro dos pontos luminosos. Pelo contrário, eles vão 

surgindo ao acaso. Somente depois de muito tempo é que 

percebemos um padrão: existem regiões nas quais é mais 

provável que o elétron incida (faixas verticais mais brilhan-

tes), e regiões nas quais isso é menos provável (faixas ver-

ticais mais escuras). Note que esse é um padrão estatístico, 

ou seja, a incidência de um único elétron não nos diz nada, 

apenas o comportamento de todos eles juntos ao longo do 

tempo é que revela o padrão.

Somos obrigados a tirar duas conclusões das observa-

ções citadas. A primeira é que devemos descrever os elétrons 

usando uma linguagem probabilística. Essa é uma das princi-

pais novidades da física quântica em relação à física clássica: 

objetos quânticos devem ser sempre representados por den-

sidades de probabilidade. A segunda conclusão a ser tirada 

é que a função densidade de probabilidade que descreve o 

experimento em questão não é uma simples Gaussiana, con-

centrada em uma única região do espaço. Em vez disso, é uma 

função que oscila periodicamente no espaço, alternando regi-

ões de maior e menor probabilidade. Ou seja, é uma função 

que, de certa maneira, possui um comportamento ondulatório.
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O elétron é certamente um objeto quântico, mas nem 

todos os objetos quânticos precisam ter massa tão pequena 

quanto um elétron. Um próton, por exemplo, tem uma massa 

quase 2.000 vezes maior que a do elétron, e ainda é um objeto 

quântico. Os átomos, que são milhares de vezes maiores 

que os prótons, também são quânticos. Mesmo moléculas 

grandes, contendo dezenas ou centenas de átomos, podem 

exibir propriedades quânticas. Por exemplo, o mesmo experi-

mento que você acabou de assistir foi realizado com molécu-

las chamadas de fulerenos (C60), que contêm 60 átomos de 

Carbono. O resultado é o mesmo: as moléculas são detecta-

das de forma aleatória, mas o acúmulo de um grande número 

de detecções revela um padrão que consiste de franjas nas 

quais a detecção é alternadamente mais e menos provável.

O experimento com fulerenos foi descrito no artigo 

Wave-particle duality of C60 molecules, publicado em 1999 na 

revista Nature (disponível em: http://julianvossandreae.com/

wp-content/uploads/1999/12/c60article.pdf). As moléculas 

foram aquecidas em um forno a temperaturas da ordem de 

1.000 K, e depois passaram por um conjunto de fendas (mais 

de duas) que tinham 50 nm de largura cada uma. A detec-

ção foi realizada a uma distância de 1,25 m atrás das fen-

das. O resultado experimental mostra um corte da função 

densidade de probabilidade representada pelo número de 

detecções em 50 segundos; infelizmente, apenas uma região 

brilhante central e duas regiões brilhantes laterais podem ser 

identificadas. 

Uma versão mais didática, “Quantum interference 
experiments with large molecules”, foi publicada 
pelo mesmo grupo no American Journal of Physics, 
volume 71, número 4, 2003, p. 319 e pode ser lida 
em http://130.58.92.210/Students/phys%205_2010/
zeilinger%20ajp%202003.pdf



Densidades de probabilidade quânticas 29  

Em 2011, mais de uma década depois do experimento 

mencionado anteriormente, foi possível utilizar uma tecno-

logia mais refinada para observar o mesmo efeito usando 

moléculas muito maiores, com até 430 átomos e quase 10 

vezes mais massivas que o C60. Os resultados, apresentados 

no artigo Quantum interference of large organic molecules, publi-

cado na revista eletrônica Nature Communications (http://www.

nature.com/ncomms/journal/v2/n4/full/ncomms1263.html), 

têm uma qualidade maior do que aquela obtida em 1999, 

pois é possível ver a alternância de várias franjas.

Realizando o experimento de dupla-fenda com dife-

rentes objetos, observa-se que o tamanho das franjas, vamos 

chamá-lo de λ , diminui se a velocidade do objeto aumenta, 

e também é menor quanto maior for a massa do objeto. Ou 

seja, matematicamente, podemos escrever 1( )mvλ −∝ . A 

constante de proporcionalidade entre essas quantidades é 

conhecida como constante de Planck, e denotada pelo sím-

bolo h . Assim, podemos escrever

p
h h

mv
λ = =  , (2.1)

em que aproveitamos para introduzir a quantidade p mv= , 

conhecida como momento (ou “quantidade de movimento”). 

Em física quântica é muito mais comum usar o momento 

como variável do que a velocidade. Além disso, também é 

mais comum fazer referência à constante denotada por  , 

conhecida como “h-cortado”, que é dada por .

O valor da constante de Planck é da ordem de 3410−

em unidades de Joule-segundos, ou de 1610−  em unidades de 

elétron-volts-segundos. A quantidade λ  é comumente cha-

mada de comprimento de onda. Uma bola de tênis tem cerca de 

50g de massa; se estiver se movendo a 100 km/h, seu com-

primento de onda será da ordem de 3410−  metros. Esse tama-

nho é muitíssimo menor que o diâmetro de um próton (da 

ordem de 1510−  metros), de modo que a observação de efeitos 
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de interferência em um experimento com bolas de tênis está 

fora de cogitação. Em outras palavras, sua natureza quântica 

não pode ser observada. Por outro lado, como a massa de 

um elétron é muito pequena (da ordem de 3010− kg), ele pode 

possuir comprimentos de onda mensuráveis (por exemplo, 

cerca de 510−  metros se estiver se movendo a 100 km/h).

2.2 – Funções de onda

Recapitulando, objetos quânticos são representados 

por densidades de probabilidade. Como vimos no Capítulo 

anterior, o valor da função densidade ( , )f x t  indica o quão 

provável é que o objeto seja detectado na posição x  no ins-

tante de tempo t . Além disso, resultados experimentais indi-

cam que essa função pode ter um comportamento oscilante, 

variando em uma escala dada por λ . 

Na mecânica quântica, é necessário escrever a den-

sidade de probabilidade como o módulo quadrado de uma 

outra função, denotada pela letra grega Ψ : 

2( , ) | ( , ) |f x t x tΨ= . (2.2)

(Note que um módulo quadrado nunca é negativo, o 

que é satisfatório). A função ( , )x tΨ  é universalmente conhe-

cida como a função de onda do sistema, ou também como o 

estado do sistema. Em termos dessa função, o valor médio da 

posição, por exemplo, pode ser escrito como

2| ( , ) |xx x t dx
∞

−∞
〈 〉 = Ψ∫ . (2.3)

Veremos mais adiante como obter outros valores 

médios importantes. Vale notar que nesse contexto também 

é preciso que a seguinte igualdade, chamada de condição de 

normalização, seja verificada para todo valor de t:

2( , )| | 1x t dx
∞

−∞
Ψ =∫ . (2.4)
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É preciso enfatizar a diferença entre o papel das proba-

bilidades em Mecânica Clássica e em Mecânica Quântica. No 

primeiro caso, o uso de probabilidades reflete tão-somente 

a ignorância de quem está descrevendo o sistema. Imagine 

que um amigo seu deixa cair uma moeda sobre uma mesa. 

Você não sabe qual lado caiu para cima, então diz que há 50% 

de chance de o resultado ser “cara” e 50% de ser “coroa”. Se 

seu amigo puder ver a moeda, a descrição que fará do resul-

tado será inteiramente diferente, pois não terá necessidade 

de introduzir nenhuma probabilidade. 

Por outro lado, em Mecânica Quântica o uso de proba-

bilidades é intrínseco à teoria. Quando dizemos que 
2( , )| |x tΨ  

é a densidade de probabilidade de um objeto quântico estar 

na posição x no tempo t, estamos descrevendo uma situação 

em que não é possível saber mais do que isso. Essa probabi-

lidade não se refere à nossa ignorância, mas à própria natu-

reza dos objetos quânticos. 

De acordo com a interpretação mais comum da 

Mecânica Quântica, um objeto quântico não possui posição 

definida antes que seja realizada uma medição de sua posi-

ção. É como se as propriedades que um objeto quântico pos-

sui fossem criadas por sua própria medição. Vamos falar um 

pouco mais sobre medições na seção 2.5, e mencionamos 

outras possíveis interpretações da teoria no Capítulo 8.

2.3 – Função de onda de momento

Assim como a posição de um objeto quântico é 

incerta, também o seu momento é incerto. Ou seja, é preciso 

descrevê-lo por meio de uma função densidade de probabili-

dade. Assim, existe uma função ( , )p tΦ  chamada de função de 

onda de momento, tal que 2| ( , ) |
b

a
p t dpΦ∫  é a probabilidade de 

que o momento do objeto quântico em questão, no instante 

de tempo t , seja medido entre os valores a  e b . 
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Funções de onda, em geral, são funções complexas, 

ou seja, quantidades escritas na forma z a ib= + , onde o i ,  

conhecido como unidade imaginária, satisfaz a igualdade 
2 1i = − . O conjugado de z a ib= + é o número *z a ib= − , e 

seu módulo quadrado é 2 * 2 2| | ( )( )z z z a ib a ib a b= = − + = +

. Note que o módulo quadrado de z é sempre real, 

enquanto que o quadrado de z pode ser complexo, já que 
2 2 2( )( ) 2z a ib a ib a iabb= + + = − + .

Os dois tipos de função de onda vistos anteriormente 

estão relacionados através das equações 

/1( , ) ( , )
2

ipxx t e p t dp
π

∞

−∞
Ψ = Φ∫ 



 , (2.5)

e 

, (2.6)

conhecidas como transformadas de Fourier. Está fora do escopo 

desse curso um estudo detalhado das transformadas de 

Fourier, mas existem inúmeros livros de Física Matemática 

que abordam esse tema.

O valor médio do momento pode ser calculado a partir 

da função ( , )p tΦ  através da integral

2| ( , ) |p p p t dp
∞

−∞
〈 〉 = Φ∫ , (2.7)

mas também é possível calculá-lo usando a função de onda 

de posição. Substituindo a igualdade (1.7) na equação ante-

rior, e realizando algumas integrais adequadamente, chega-

mos à expressão 

*(x, ) ( , )p i t x t dx
x

∞

−∞

∂
〈 〉 = − Ψ Ψ

∂∫ . (2.8)

Essa equação é interpretada da seguinte maneira: 

quando estamos lidando com a função de onda de posição, a 

variável momento deve ser representada pela derivada:
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, (2.9)

de modo que o cálculo do valor médio do momento é equi-

valente ao cálculo do valor médio da derivada da função de 

onda.

2.4 – Princípio da incerteza

As propriedades matemáticas das transformadas de 

Fourier são muito bem conhecidas. Por exemplo, sabe-se que 

se uma das funções for uma Gaussiana, a outra também será 

uma Gaussiana. Entretanto, quanto mais estreito for o pico 

para uma delas, mais largo será o pico da outra.

Podemos considerar, por exemplo, a função de onda 
2 2/2

2 1/4( )
( )

xex
σ

πσ

−

Ψ =
, cujo módulo quadrado é a densidade de pro-

babilidade que aparece na equação (1.6), com posição média 

nula. A incerteza de posição associada a essa função é 
/ 2x σ∆ = . É possível calcular a função de onda de momento 

correspondente: o resultado é 
2 2 2/2

2 2 1/4( )
( / )

pep
σ

π σ

−

Φ =




 . 

A partir dessa função, podemos obter a incerteza de 

momento, que é / 2p σ∆ =  . Observe que a incerteza na 

posição aumenta de forma proporcional à quantidade σ , 

enquanto que a incerteza no momento diminui de maneira 

inversa a essa quantidade. Assim, o produto das duas incer-

tezas é sempre o mesmo, / 2x p∆ ∆ =  . 

É possível mostrar que o produto das incertezas de 

posição e de momento, para qualquer objeto quântico des-

crito por qualquer função de onda, não pode nunca ser menor 

do que o valor que acabamos de calcular. Concretamente, 

temos

2
x p∆ ∆ ≥



 . (2.10)
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Esse é o chamado Princípio da Incerteza. Quanto mais 

certos estivermos da posição de um objeto quântico, 

menos certeza teremos de seu momento (ou de sua veloci-

dade). Inversamente, quanto mais certos estivermos de seu 

momento, mais incertos estaremos a respeito de sua posição.

É importante enfatizar novamente a diferença que 

existe entre a situação clássica e a situação quântica. 

Conforme discutimos no Capítulo anterior, em física clássica 

também faz sentido levar em conta a incerteza que sempre 

existe na determinação da posição e, por isso, usar fun-

ções densidade de probabilidade. Entretanto, o princípio da 

incerteza não tem consequência em mecânica clássica, por-

que o limite inferior que ele determina para o produto x p∆ ∆  

é muito menor do que é possível realizar em laboratório. 

Para todos os efeitos práticos, em física clássica é possível 

determinar simultaneamente a posição e o momento de um 

objeto com precisão tão grande quanto se queira. Em física 

quântica, existe um limite intrínseco para essa determinação. 

Note que o princípio da incerteza é uma decorrência 

da própria estrutura matemática da teoria quântica, ou seja, 

do fato de que as funções de onda de posição e momento 

estão relacionadas de uma maneira específica. A validade 

desse princípio não guarda relação direta com característi-

cas detalhadas de situações experimentais. Ainda assim, é 

possível interpretá-lo de um ponto de vista operacional. Para 

determinar a posição de um objeto, é preciso que de algum 

modo se interaja com ele, por exemplo, com um facho de luz. 

No mundo clássico, essa interação pode ser fraca o bastante 

para deixar inalterado o estado de movimento do objeto em 

questão. Entretanto, suponha que queremos medir a posi-

ção de um elétron, que é muito leve. Ao interagir com esse 

elétron para que a medição seja realizada, o seu estado de 

movimento será inevitavelmente alterado. Mesmo a intera-

ção mais fraca que se possa imaginar (a incidência de um 

único fóton!) sempre é suficiente para modificar o objeto 
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cuja posição deseja-se conhecer. Nenhuma interação pode 

ser descartada.2

Avance na compreensão do Princípio da Incerteza 
realizando a animação do site http://standrews.ac.uk/
physics/quvis/simulations_phys/ph10_Heisenberg_
Uncertainty_Principle.swf

2.5 – Evolução temporal e medição

Da mesma maneira que no Capítulo anterior, podemos 

perguntar: uma vez conhecida a densidade de probabilidade 

em um determinado instante, o que se pode dizer acerca da 

sua evolução temporal? A evolução temporal na Mecânica 

Quântica é radicalmente diferente da evolução clássica. Para 

evoluirmos uma função densidade na Mecânica Clássica, 

basta saber a posição do objeto no passado. Na Mecânica 

Quântica, a evolução é bem mais complicada e, por isso 

mesmo, efeitos muito mais interessantes são produzidos.

É justamente na questão da evolução temporal que 

reside a importância da função de onda. É muito difícil tratar 

diretamente a dependência com o tempo da densidade de 

probabilidade 2( , ) | ( , ) |f x t x tΨ= . Em vez disso, considera-se 

a evolução temporal da função de onda ( , )x tΨ , que é deter-

minada pela famosa Equação de Schrödinger

. (2.11)

Do lado esquerdo, temos a derivada primeira da fun-

ção de onda em relação ao tempo, enquanto do lado direito 

temos a derivada segunda em relação ao espaço. Essa é a 

única equação fundamental da física em que aparece o 

2 É comum encontrar menções à importância do “observador” em Mecânica 
Quântica. O problema dessa formulação é que ela sugere que são os seres 
humanos, ou algum tipo de consciência, os responsáveis pela “observação”. 
É mais correto falar de “interação”, que pode ocorrer entre objetos inanima-
dos. A consciência humana não tem qualquer papel na física.
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número imaginário i . As outras quantidades que aparecem 

são a massa do objeto, m , a constante de Planck e a energia 

potencial do objeto, ( )V x . 

Vejamos como funciona essa equação na prática. Para 

isso, vamos considerar novamente o exemplo da partícula 

livre, em que ( ) 0V x = . Nesse caso, ficamos com

2 2

2

( , ) ( , )
2

i x t x t
t m x

∂Ψ ∂ Ψ
= −

∂ ∂




 . (2.12)

Já sabemos que a função de onda
2 2

0/2

1/2
0

( ,0)
( )

xex
σ

πσ

−

Ψ = . (2.13)

representa um objeto localizado, quando 0t = , na vizinhança 

de 0x =  com incerteza 0 / 2x σ∆ = . O que acontece com essa 

função inicial conforme o tempo passa? 

A resposta é que a função de onda (2.13) se trans-

forma, depois de decorrido um intervalo de tempo t , numa 

nova função de onda, dada por
2

0/2 ( )

1/2
( , )

( ( ))

x tex t
t

σ σ

πσ

−

Ψ =  , (2.14)

em que a quantidade ( )tσ  é dada por 0 0( ) /t it mσ σ σ+=  . Para 

verificar que essa função de onda realmente satisfaz a equa-

ção de Schrödinger, basta notar que 

2 2 2 2
2

2 2 2
00

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2 ( )2 ( )

x t x t x x t x t
t m m tx m

i
t σ σσ σ

∂ ∂
Ψ = − Ψ = − Ψ + Ψ

∂ ∂
  

 . (2.15)

A função de onda (2.14) está sempre concentrada em 

0x = , mas a incerteza na posição vai aumentando com o 

tempo, 2 2 2 2 2
0 0/ 2 / 2x t mσ σ∆ = +  . Por outro lado, a incerteza 

no momento permanece constante, 0/ 2p σ∆ =  . Assim, o 

produto das incertezas começa com o valor mínimo possível, 

mas cresce com o tempo. 
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Acesse http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/
index_phys.php, clique na pasta “Wave packets” e 
selecione a animação Gaussian Wave Packet e visualize 
a animação da evolução temporal da função de onda 
inicialmente Gaussiana associada a uma partícula 
livre. 

Observe que a rapidez com que o pico da função de 

onda se alarga é inversamente proporcional à sua largura 

inicial. Assim, funções inicialmente com pico mais estreito 

se alargam mais rapidamente. Isso pode ser entendido com 

base no princípio da incerteza: a uma função de onda de posi-

ção mais estreita deve corresponder uma função de onda de 

momento mais larga, contendo valores maiores de momento, 

que por sua vez levam ao alargamento mais rápido da função 

de onda de posição. Por outro lado, a uma função de onda 

de posição mais larga corresponde uma função de onda de 

momento mais estreita, com pequena variação de momento, 

que leva a um alargamento mais lento do pico da função de 

onda de posição. 

Considere agora uma função de onda que representa 

um objeto que se move e cuja posição média varie linear-

mente com o tempo:
2

0( ) / ( /2)( )

1/

/2

2
( , )

( ( ))

ix v mvt xt vteex t
t

σ σ

πσ

− − −

Ψ =


 . (2.16)

Mostre que essa função satisfaz a equação de 

Schrödinger da partícula livre, e que seguintes valores médios 

são obtidos:

x vt〈 〉 =  , p mv〈 〉 = . (2.17)

É importante frisar que a equação de Schrödinger 

governa apenas a evolução da função de onda de um sistema 

quântico. O processo de detecção do objeto, quando a posi-

ção ou alguma outra grandeza é efetivamente medida, é algo 
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distinto, cujo resultado geralmente não pode ser previsto 

com antecedência. Ou seja, a equação de Schrödinger deter-

mina exatamente o valor de ( , )x tΨ , mas isso não significa 

que os resultados de processos de medida estejam determi-

nados de antemão. 

Quando se realiza uma medição de uma grandeza física 

qualquer, temos em geral uma gama de resultados possíveis. 

Mesmo sabendo qual é a função de onda, normalmente não 

é possível saber qual será o resultado de uma medição. Duas 

medições iguais, realizadas em dois objetos preparados 

igualmente, podem resultar em medidas diferentes. Apenas 

a probabilidade de ocorrência de cada medida pode ser pre-

vista com certeza. Vamos discutir esse assunto novamente no 

Capítulo 5.

2.6 – Interferência quântica

A equação de Schrödinger possui uma propriedade 

muito importante: é uma equação linear. Isso significa que se 

1Ψ  e 2Ψ  são soluções quaisquer da equação de Schrödinger, 

então a soma das duas soluções 1Ψ  + 2Ψ  também é solução, 

i.e. também satisfaz a equação de Schrödinger. Entretanto, o 

que importa realmente não é a função de onda, mas a função 

densidade de probabilidade, que é seu módulo quadrado. O 

que faz toda a diferença é que o módulo quadrado de uma 

soma não é a soma dos módulos quadrados,

2 * 2 2 * *
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| | ( ) ( ) | | | |Ψ +Ψ = Ψ +Ψ Ψ +Ψ = Ψ + Ψ +Ψ Ψ +Ψ Ψ  . (2.18)

O termo * *
1 2 1 2Ψ Ψ +Ψ Ψ  que aparece do lado direito da 

equação anterior é chamado de termo de interferência, por-

que é por meio dele que as funções de onda 1Ψ  e 2Ψ  estão 

interligadas uma à outra, ou seja, interferem entre si.

Como exemplo, usamos novamente a partícula livre. 

Assim como fizemos no Capítulo 1, vamos supor que sabe-

mos que uma partícula se aproxima com velocidade de 
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certa magnitude, mas não sabemos se vem da direita ou da 

esquerda. Digamos que em 0t =  essa partícula tem grande 

chance de estar perto da posição Q−  com velocidade v+ , 

ou perto da posição Q+  com velocidade v− . Nesse caso, é 

natural representá-la pela seguinte função de onda:

2 2
0 0(( ) /2 ( ) ( ) /2/2)/ ( /2)/( )

1 2 1/2 1/2
( , ) ( , ) ( , )

(2 ( )) (2 ( ))

x imv x vt imv xQ vt t x v t vtQ te ex t x et
t
ex t

t

σ σ σ σ

πσ πσ

− + − − + +−− −

+Ψ = Ψ +Ψ =
 

 (2.19)

Aqui usamos novamente a notação 0 0( ) /t it mσ σ σ+=  .  

Se a incerteza inicial 0σ  for pequena, o produto 

dos dois termos é nulo. Assim, temos inicialmente 
2 2 2

1 2( ,0) | ( ,| | |0) | ( ,0) |x x xΨ ≈ Ψ + Ψ  (compare essa igualdade 

com a equação (1.11) que usamos no Capítulo anterior). 

Conforme o tempo passa, as duas corcovas Gaussianas se 

aproximam e o termo de interferência começa a ficar impor-

tante. Que consequência isso tem para a densidade de 

probabilidade?

Vemos na Figura 2.4 um diagrama da evolução tem-

poral descrita anteriormente, para 10Q =  e 1v =  (usamos um 

sistema de unidades especial, no qual 1m = , 1= , e 2σ = ). 

Mostramos três quadros, correspondentes a diferentes ins-

tantes de tempo. Inicialmente, vemos os dois termos que 

compõem a função densidade de probabilidade: são duas 

Gaussianas que se aproximam. Depois de algum tempo, elas 

começam a se superpor e a interferir; aparecem então peque-

nas oscilações na densidade. No terceiro momento, os dois 

termos estão perfeitamente superpostos e a interferência se 

mostra totalmente. A partir daí as duas componentes passam 

uma pela outra e se afastam. Você já teve oportunidade de 

visualizar essa interferência nas animações aqui propostas.

É interessante notar que no terceiro quadro há regiões 

nas quais a probabilidade de detecção vai a zero! É como se 

as possibilidades de o objeto ter chegado àquele ponto pela 

esquerda ou pela direita, em vez de se reforçarem, se can-

celassem mutuamente. Esse efeito, chamado de interferência 
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destrutiva, não possui análogo na física clássica. Ele se origina 

do fato de que precisamos somar funções de onda e, como 

funções de onda são funções complexas, o resultado total 

não precisa ser maior do que cada parte. Por outro lado, nos 

pontos onde as funções de onda se somam e se reforçam, 

dizemos que há interferência construtiva.

Acesse http://www.cond-mat.de/teaching/QM/JSim/
wpack.html e visualize a evolução temporal da 
densidade de probabilidade correspondente a uma 
função de onda que é a soma de duas Gaussianas que 
se movem em sentido contrário. Note o aparecimento 
de interferência quando elas se superpõem.

Você acaba de constatar que o experimento de dupla-

-fenda mencionado no início deste Capítulo trata justamente 

da observação de um efeito de interferência. Em um ponto 

qualquer do detector, existe a possibilidade de o objeto quân-

tico estar vindo de uma fenda ou da outra. Essas duas possi-

bilidades são representadas por funções de onda complexas 

que, quando somadas para produzir a função densidade 

de probabilidade final, produzem interferência, da maneira 

que acabamos de discutir. Assim, as franjas mais luminosas 

correspondem às regiões onde há interferência construtiva, 

enquanto as franjas escuras revelam interferência destrutiva.

Acesse http://www.embd.be/quantummechanics/
double_slit.html e visualize várias animações de 
funções de onda Gaussianas passando por duas 
fendas e exibindo o típico padrão de interferência. 

Terminamos este Capítulo analisando um pouco 

melhor a natureza das oscilações que aparecem na função 

densidade de probabilidade associada à função de onda 

(2.19). Calculemos essa densidade no instante de máxima 

sobreposição das componentes, que é /Q vτ = . Nesse caso, 

temos
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2
0

2
/2 ( ) 22

1/
( /2)/ (

2
/2)/( , ) |

(2 ( ))
| imv x Q imv x Q

x

x e ee σ σ τ

τ
πσ τ

− − +
−

= +Ψ  

. (2.20)

O comportamento Gaussiano global está determinado 

pelo primeiro módulo quadrado. Por outro lado, a interferên-

cia advém do segundo módulo quadrado, que é dado por

( /2)/ ( /2)/ / /2 2 2cos ( / )4imv x Q imv x Q imvx imvxe e e me vx− − + −+ = + =   



. (2.21)

Portanto, as regiões com máximos e mínimos valores 

da densidade de probabilidade de detecção do objeto quân-

tico se alternam justamente de acordo com o comprimento 

de onda /h mvλ = .

2.7 – Exercícios

1.	 Partindo da equação de Schrödinger, obtenha a lei de 

conservação 

0J
t x
ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 ,

	 onde 
2( , ) | ( , ) |x t x tρ = Ψ  e *( , ) ImJ x t

m x
∂Ψ = Ψ ∂ 



.

2.	 Interprete a equação como uma conservação de probabi-

lidade, definindo 

( ) ( , )
b

ab a
t x dxP tρ= ∫  

	 e calculando abdP
dt

. 
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Capítulo 3

Estados quânticos estacionários

3.1 – Equação de Schrödinger independente do tempo

A função de onda descreve um estado quântico do sis-
tema. Por isso, é comum chamá-la de “estado do sis-
tema” em vez de “função de onda”. Uma classe muito 

importante de estados quânticos são os estados estacionários. 
Esses são estados em que a função de onda é dada pelo pro-
duto de uma parte que depende somente da posição e outra 
parte que depende apenas do tempo:

/( , ) ( ) iEtx t x eψ −Ψ =  . (3.1)

Essa expressão indica que a função de onda oscila, 

como função do tempo, com a mesma frequência em todos 

os pontos do espaço (ou seja, é algo semelhante aos modos 

normais de vibração de uma corda ou de uma membrana). 

Substituindo a igualdade anterior na equação de Schrödinger 

(2.11), obtemos 

. (3.2)
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Essa nova equação, na qual não aparece nenhuma 

dependência temporal, é chamada de equação de Schrödinger 

independente do tempo. 

A quantidade E , que em princípio pode ter qual-

quer valor real, é interpretada como sendo a energia do 

estado ( )xψ . Como ( )V x  é a energia potencial, a quantidade 
2 2

2 ( )
2

d x
m dx

ψ−


 deve estar ligada com a energia cinética, o que 

é consistente com a ideia de que o momento está associado 

com o operador /i x− ∂ ∂ .

Quando um objeto quântico está restrito a existir ape-

nas em uma determinada região restrita do espaço, existe um 

conjunto específico de valores que sua energia pode assumir. 

Isso resulta no famoso efeito de quantização da energia, em 

que essa quantidade não varia continuamente mas assume 

valores discretos, os chamados níveis de energia. Denotamos 

esses estados estacionários por ( )n xψ , cada um com a ener-

gia correspondente nE . Uma propriedade muito importante 

desses estados é a chamada relação de ortonormalidade, 

dada por:

* ( ) ( ) 0n mx x dxψ ψ
∞

−∞
=∫  se n m≠  e 

* 2( |) ( ) ( ) | 1nn nx x dx x dxψ ψ ψ
−

∞

∞−

∞

∞
= =∫ ∫ . (3.3)

Importante assinalar que mesmo quando a função de 

onda inicial ( ,0)xΨ  não corresponder a um estado estacioná-

rio, ela sempre pode ser escrita como uma composição des-

ses estados,

( ,0) ( )n n
n

x c xψΨ =∑ . (3.4)

Os valores dos coeficientes nessa composição sem-

pre podem ser descobertos, se soubermos a função de onda 

inicial.
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Uma vez que a função de onda inicial tenha sido escrita 

nessa forma particular, sua evolução temporal é obtida atra-

vés de uma composição semelhante, em que cada estado 

estacionário comparece com um fator de fase correspondente,

/( , ) ( ) niE t
n n

n

x t c x eψ −Ψ =∑ 

. (3.5)

Use a relação de ortonormalidade para mostrar que 

* ( ) ( ,0)n n x xc dxψ
∞

−∞
= Ψ∫

 

Temos assim uma maneira de obter a evolução tem-

poral de qualquer função de onda, que consiste em uma 

sequência de passos: 1) decomposição da função inicial em 

estados estacionários; 2) evolução de cada estado em sepa-

rado; 3) recomposição da função final. Esse procedimento é 

possível porque a equação de Schrödinger é uma equação 

linear, ou seja, a evolução temporal de uma soma de funções, 

como 1 2( ,0) ( ,0)x x+Ψ Ψ , é igual à soma das evoluções tem-

porais individuais, ou seja, 1 2( , t) ( , t)x x+Ψ Ψ .

A decomposição de um estado qualquer em estados 

estacionários também é útil caso a energia média de uma 

função de onda precise ser determinada. Como o estado 

estacionário nψ  possui energia nE , a energia média da soma 

é simplesmente a soma das energias das componentes, 

cada uma delas sendo considerada com um fator-peso que 

depende dos coeficientes da composição. Isso permite escre-

ver que 

{ } 2Energia média do sistema descrito por ( , | |) n n
n

x t c EΨ =∑ . (3.6)

Repare que a energia média de um estado não depende 

do tempo, o que está de acordo com o princípio da conserva-

ção da energia.
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É importante frisar que, assim como não se pode atri-

buir uma posição bem determinada a um objeto quântico, 

assim também uma energia bem determinada não pode ser 

atribuída a ele caso cuja função de onda não represente um 

estado estacionário.

Sempre que é realizada uma medida da energia de 

um sistema, o valor obtido deve pertencer ao conjunto dos 

valores permitidos, nE . Nenhuma medida de energia pode 

resultar um valor que não seja um desses números. Caso seja 

medida a energia de um objeto cuja função de onda é dada 

por (3.4) ou (3.5), o resultado não será igual ao valor médio da 

energia. Em vez disso, teremos uma situação em que o resul-

tado da medida será uma variável aleatória! Várias medições 

exatamente iguais poderão dar resultados diferentes, e o 

resultado de uma medição específica não poderá ser previsto 

antecipadamente.

Cada um dos possíveis resultados, que são os valores 

nE , terá uma probabilidade diferente de ocorrer, que depende 

da função de onda e é dada por 2| | nc . Assim, caso sejam rea-

lizadas muitas medições diferentes sobre a mesma função de 

onda, a média dos valores obtidos para a energia será igual 

a (3.6). Ou seja, assim como o módulo quadrado da função 

de onda está ligado à probabilidade dos resultados em uma 

medida de posição, o módulo quadrado dos coeficientes nc  

está ligado à probabilidade dos resultados em uma medida 

de energia.

3.2 – Sistemas unidimensionais
3.2.1 – Partícula Livre

O sistema mais simples é uma partícula livre se pro-

pagando em uma dimensão. Como nenhuma força age sobre 

essa partícula, podemos colocar V(x) = 0. Nesse caso, a equa-

ção de Schrödinger independente do tempo fica sendo
2 2

2 ( ) ( )
2

d x E x
m dx

ψ ψ=−


. (3.7)
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Há duas soluções linearmente independentes para 

essa equação, que são

/( ) eipx
p xψ+ =   e /( ) e ipx

p xψ −
− =   (3.8)

sendo que a quantidade p é dada por 2p mE= . 

Essas duas soluções descrevem partículas que pos-

suem valores bem definidos de momento (e também de 

energia, que é essencialmente o quadrado do momento). 

Uma das funções descreve uma partícula que se move com 

momento constante para a direita, enquanto a outra repre-

senta uma partícula que se move com momento constante 

para a esquerda.

A partícula livre não é um sistema físico que apresenta 

quantização da energia. Ao contrário, há estados estacioná-

rios para qualquer valor real de E. Outra propriedade bastante 

peculiar é que as funções de onda em (3.8) não são normali-

záveis, ou seja, não é possível fazer com que a integral de seu 

módulo quadrado sobre todo o espaço seja igual a 1. Essas 

duas propriedades (energia não quantizada, estados estacio-

nários não normalizáveis) são comuns em sistemas abertos, 

nos quais uma partícula pode se mover por distâncias infini-

tamente longas.

3.2.2 – Poço de Potencial Infinito

O sistema quântico mais simples que apresenta a 

quantização de energia é formado por um objeto quântico, 

digamos um elétron, que pode se mover em apenas uma 

dimensão e está restrito ao intervalo (0, )L . Esse sistema é 

descrito por uma estrutura de poço de potencial de largura 

L , uma “caixa” de paredes impenetráveis. Portanto, fora da 

caixa a energia potencial é infinita, enquanto que dentro da 

caixa a energia potencial é nula e a equação de Schrödinger 

independente do tempo é dada por (3.7).
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Entretanto, é preciso impor que o objeto não tem 

nenhuma probabilidade de ser encontrado fora do poço, ou 

seja, que ( ) 0xψ =  se 0x <  ou se x L> . 

Verifique que as soluções de (3.7) são da forma 

2( ) sin( / )n x n x L
L

ψ π=

Existe um estado estacionário nψ  para cada inteiro 

positivo n . A energia associada pode ser facilmente obtida a 

partir da equação (3.7). O resultado é

2 2 2

22n
nE

mL
π

=
 . (3.9)

Existe, portanto, uma energia que é a menor possível, 

1E , e que é diferente de zero. Assim, é preciso uma energia 

mínima para que um objeto quântico de massa m  possa 

habitar um poço de largura L . O estado de menor energia, 

1ψ , é chamado de estado fundamental do sistema. Os outros 

estados são chamados em geral de estados excitados. 

Note que a energia do estado fundamental aumenta 

se o tamanho da região confinante diminuir. Esse fenômeno 

é muito curioso, pois nada parecido acontece para objetos 

clássicos. É como se objetos confinados em regiões menores 

ficassem naturalmente com energia maior. De certa maneira, 

isso é consequência do princípio da incerteza: uma caixa 

menor implica menos incerteza na posição do objeto, o que 

deve ser acompanhado por uma maior incerteza no momento 

e, consequentemente, uma maior energia.

Notamos novamente que não é necessário que a fun-

ção de onda de um objeto seja um estado estacionário. Caso 

a função de onda inicial ( ,0)xΨ  não seja um desses estados, 

o que acontece é que o objeto irá evoluir dentro do poço de 

alguma maneira complicada, de acordo com a equação (3.5). 
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Acesse http://www.falstad.com/qm1d/ para simular 
a evolução temporal de uma função de onda com 
forma inicial Gaussiana, colocada dentro de um poço 
infinito.

3.2.3 – Poços finitos acoplados

Uma variação interessante do problema de um sis-

tema limitado é um poço de potencial finito, representando 

um objeto contido em uma caixa que não é perfeitamente 

fechada. Digamos que o poço tenha profundidade V , ou 

seja, a diferença de energia potencial entre o topo é o fundo 

seja V . Nesse caso, ainda vão existir estados estacionários, 

que descrevem um objeto para sempre confinado dentro da 

caixa. Entretanto, há diferenças importantes em relação ao 

poço de paredes impenetráveis. 

As funções de onda estacionárias continuam apresen-

tando um comportamento oscilatório dentro do poço. Mas, 

em contraste com o poço infinito, essas funções não precisam 

ser exatamente nulas quando 0x <  ou x L> . Em vez disso, 

elas decaem a zero suavemente, apresentando um compor-

tamento exponencial. Ou seja, temos ( ) ~ kxx eψ  para 0x < , 

enquanto que ( ) ~ kxx eψ −  para x L> . Desse modo, sempre 

existe uma probabilidade de que o objeto quântico em ques-

tão seja encontrado do lado de fora do poço, caso se realize 

uma medida da sua posição. 
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Figura 3.1 – Comparação entre o poço infinito e um poço 
finito. No segundo caso, as funções de onda estacionárias 

decaem exponencialmente a zero fora do poço.

Uma segunda diferença importante entre os poços 

infinito e finito é que no segundo caso o número de estados 

estacionários restritos ao poço é limitado: não podem exis-

tir níveis discretos de energia maiores que V . Por exemplo, 

vemos na Figura 3 um poço finito que contém apenas três 

níveis de energia quantizados. Esses estados são chamados 

de confinados.

Por outro lado, existem estados estacionários com 

energia maior que V, mas que não estão restritos ao poço e 

não são normalizáveis. Eles representam partículas que se 

movem eternamente para a esquerda ou para a direita, rumo 

ao infinito. Assim como ocorre para a partícula livre, esses 

estados não têm energia quantizada. 

Visite a página https://phet.colorado.edu/en/
simulation/bound-states, clique em “Run Now!” e 
simule os níveis de energia e os estados estacionários 
de um poço finito. Repare que: 1) quanto maior é 
a profundidade do poço, mais níveis existem; 2) 
quanto mais estreito é o poço, maior é a energia de 
cada nível.
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É interessante considerar a situação em que há dois 

poços de potencial finitos iguais, um ao lado do outro. Por 

simplicidade, suponhamos que os poços possuem apenas um 

estado estacionário confinado cada, respectivamente deno-

tados ( )E xψ  e ( )D xψ . Se a distância entre os poços for muito 

grande, então ( )E xψ  e ( )D xψ  basicamente nunca podem se 

misturar. Cada uma dessas funções está concentrada em um 

dos poços e decai exponencialmente para fora dele, sendo 

praticamente nula na região do outro poço. Ou seja, os poços 

comportam-se como dois poços independentes.

Entretanto, se os poços estiverem próximos, a situação 

é diferente. Digamos que eles são aproximados lentamente, 

até que as funções de onda comecem a se superpor. Nesse 

caso, um objeto quântico colocado no poço da esquerda terá 

uma probabilidade, ainda que pequena, de ser detectado no 

poço da direita, caso seja feita uma medida de sua posição, 

e vice-versa. Essa é uma manifestação do famoso efeito túnel: 

o objeto quântico “escapa” do poço em que foi colocado, 

mesmo não tendo energia suficiente. 

Uma descrição mais precisa da situação envolve o con-

ceito de hibridização. As funções de onda ( )E xψ  e ( )D xψ  não 

são estados estacionários do sistema contendo dois poços 

acoplados. Em vez delas, os estados estacionários verdadei-

ros são a sua soma e a sua diferença, 

0
( ) ( ))

2
( E Dxx xψ ψψ +

=  e 1
( ) ( ))

2
( E Dxx xψ ψψ −

=  (3.10)

A função 0 ( )xψ  é o estado fundamental do sistema 

composto e 1( )xψ  é o estado excitado, ou seja, suas energias 

satisfazem 1 0E E> . Reparemos que um objeto quântico com 

função de onda 0 ( )xψ  tem a mesma probabilidade de estar 

no poço da esquerda ou no da direita, e o mesmo vale para 

1( )xψ . Como os dois poços são indistinguíveis, esse sistema 

possui simetria bilateral; as funções em (3.11) respeitam essa 

simetria ao não privilegiar nenhum dos poços.
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Um exemplo concreto de sistema aproximadamente 

descrito por dois poços acoplados é a molécula de hidrogê-

nio, H
2
. Nessa molécula temos dois núcleos de hidrogênio, 

ou seja, prótons, em torno dos quais os elétrons estão dis-

tribuídos. Esses prótons funcionam como centros atrativos 

simétricos, produzindo uma situação bastante semelhante 

àquela que acabamos de discutir. 

Na mesma animação da atividade anterior, mudando 
para a segunda aba, Two Wells, é possível observar os 
níveis de energia e estados estacionários de poços 
finitos colocados lado a lado. Comece com poços 
estreitos e próximos, para ver os estados 0ψ  e 1ψ . 
Afaste os poços e veja como níveis de energia 
próximos se tornam indistinguíveis.

Vamos supor um objeto quântico que está inicial-

mente localizado no poço da esquerda, descrito pela função 

de onda ( )E xψ . Esse objeto não está em um estado estacio-

nário. Portanto, sua função de onda irá variar com o tempo. 

Escrevendo 0 1( ( ) ( )) 2( /)E x xxψ ψ ψ+= , obtemos a evolução 

temporal, dada por

0
01

01/ / /
( )0

0 1
/1( ) e ( ) e e( , ) ( ( ) e ( ))

2 2
E

iE t iE t iE t
i E tx xx t x xψ ψψ ψ ψ

− − −
− −+

= = +
  

 . (3.10)

Repare que, para 1 0 /( )t E Eπ −=  , temos 
2 2| |( , ) | ( ) |Dx t xψ ψ= , ou seja, um objeto quântico colocado no 

poço esquerdo eventualmente passa para o poço direito. Na 

verdade, ele executa um movimento periódico, oscilando 

eternamente entre os dois poços.

Uma análise ampla sobre efeitos de tunelamento na 
Mecânica Quântica pode ser encontrada em https://
en.wikipedia.org/wiki/Quantum_tunnelling
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O efeito túnel está na base da tecnologia que permite 

o funcionamento dos modernos microscópios do tipo STM 

(Scanning Tunneling Microscope), cuja invenção rendeu o 

Prêmio Nobel de Física de 1986 e que permitem visualização 

e manipulação de materiais na escala atômica. 

Uma manifestação do efeito de tunelamento 
quântico é o diodo túnel. Acesse http://nanohub.
org/resources/8799 e visualize o funcionamento 
de um diodo de tunelamento ressonante em que 
elétrons tunelam através de um estado de um poço 
ensanduichado por duas barreiras de potencial.

Detalhes sobre STM e outros microscópios com 
resolução na escala atômica podem ser encontrados 
em “Efeito Túnel e Microscopia Com Resolução 
Atômica”, de A. V. Andrade-Neto e Ariel Almeida 
Abreu Silva no Caderno de Física da UEFS, 07 (01 e 
02), 115-132, 2009. (Disponível em: <http://dfis.uefs.
br/caderno/vol7n12/NetoAriel.pdf>).

3.2.4 – O oscilador harmônico

Dentre os sistemas envolvendo forças que variam 

suavemente com a posição, o mais simples é o oscilador 

harmônico, em que a partícula experimenta uma força de 

restauração que cresce linearmente com sua distância da ori-

gem. A energia potencial desse sistema é dada por 

2

2
( )V x kx

= , (3.12)

e o movimento clássico é periódico, com frequência angular 
/k mω = .

Os estados estacionários do sistema quântico satisfa-

zem a equação de Schrödinger
2 2 2

2 ( ) ( ) ( )
2 2n n n n

d kxx x E x
m dx

ψ ψ ψ+ =−


 . (3.13)
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A simplicidade do oscilador harmônico se reflete no 

fato de que essa equação pode ser resolvida explicitamente. 

O estado fundamental, 0 ( )xψ , é uma função Gaussiana pro-

porcional a 
2 2/2x ae−  com 2 /a mω=  . Essa função descreve 

um objeto quântico com alta probabilidade de estar próximo 

da origem, dentro de um intervalo de tamanho da ordem de 

a. Os estados estacionários ( )n xψ  são dados pelo produto 

dessa função Gaussiana por polinômios chamados polinômios 

de Hermite. 

Os níveis de energia são quantizados, de acordo com 

a regra

1
2n nE ω = + 

 
  . (3.14)

Assim, o estado fundamental tem energia 0 / 2E ω=  .  

Curiosamente, a diferença de energia entre dois estados 

excitados adjacentes é sempre a mesma, 1n nEE ω+ − =  . Em 

outras palavras, os níveis de energia são igualmente espaçados. 

Em última análise, esse fato deriva da seguinte característica 

peculiar do oscilador harmônio: a frequência de oscilação é a 

mesma para qualquer condição inicial, independentemente 

da energia. 

3.3 – Momento Angular

O momento angular é definido como 
ˆˆ ˆ

x y zL r p L i L j L k= × = + +


 

. A componente na direção do eixo 

z, por exemplo, é z y xxp pL y= − . Na mecânica quântica, 

vimos que o momento deve ser substituído por uma deri-

vada, /x ip x→− ∂ ∂ . Com o momento angular acontece coisa 

parecida. O operador correspondente é obtido trocando os 

momentos lineares pelas derivadas apropriadas. Para a com-

ponente z ficamos com

z i x y
y

L
x

 ∂ ∂
→ − − ∂ ∂ 

  . (3.16)
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Se usarmos coordenadas polares,

cosx r θ= , siny r θ=  (3.17)

as derivadas devem ser expressas da mesma forma, ou seja, 

cossin
y r r

θθ
θ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
 , 

sincos
x r r

θθ
θ

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
. (3.18)

Usando esses resultados, temos simplesmente

.z iL
θ
∂

= −
∂
  (3.19)

Consideremos, como ilustração, uma partícula de 

massa µ  que se move livremente em duas dimensões. Sua 

energia cinética é dada por 
2 2 2( ) /x yp p µ+ , quantidade que 

quanticamente deve ser associada com 
2 2 2( ) / 2x y µ∂ + ∂− . Em 

coordenadas polares, isso é dado por 

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

1 1( )
2 2 2 zL

r r r rµ θ µ µ
∂ ∂ ∂

+ = − +
∂ ∂ ∂

−
 

 (3.20)

O segundo termo na energia, envolvendo o momento 

angular, é conhecido na mecânica clássica como potencial 

centrífugo.

De posse da expressão para a energia, sabemos que a 

equação de Schödinger independente do tempo fica sendo
2 2 2

2 2 2

1( ) ( , ) ( , )
2

r E r
r r

ψ θ ψ θ
µ θ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
−


 (3.21)

Se fizermos a hipótese de que as autofunções depen-

dem das coordenadas de forma separável, ou seja, que 
( , ) ( ) ( )r R rψ θ θ= Θ , ficamos com

2 2 2

2 2 2

1
2

d R d R ER
dr r dµ θ

 Θ
Θ+ = Θ 

 
−


 (3.22)

Multiplicando tudo por 2r  e dividindo por ( , )rψ θ , 

encontramos



MECÂNICA QUÂNTICA BÁSICA56  

2 2 2 2 2
2

2 2

1 0
2 2

r r Ed R
R dr d

d
µ µ θ

Θ
+ + =

Θ
 

. (3.23)

Os dois primeiros termos dessa equação dependem 

apenas de r , enquanto o terceiro termo depende apenas de 
θ . A igualdade só pode valer para todos os valores das coor-

denadas se forem satisfeitas duas equações independentes:
2 2 2

2
22

d Rr r E K
R drµ

+ =


 e 
2 2

22
K

d
d

µ θ
Θ
= − Θ



. (3.24)

Não vamos nos ater à equação radial (ela pode ser 

resolvida em termos de funções de Bessel). A equação angu-

lar pode ser escrita como 2 2zL KµΘ = Θ , de modo que a quan-

tidade 2 Kµ  deve ser interpretada como a componente z do 

momento angular do sistema. Essa equação é de fácil solu-

ção: temos ( ) im
m e θθ ±Θ = , com 2 /m Kµ=  . 

Aqui encontramos novamente o papel crucial das 

condições de contorno. No caso do poço de potencial infinito, o 

fato de a função de onda ter de se anular nas extremidades 

levou à quantização da energia. No presente caso, temos 

de impor uma condição diferente: que a função ( )θΘ  seja 

periódica de período 2π , ou seja, temos de impor a identi-

dade ( 2 )im imee θ π θ± + ±= . Isso só é verdade se m for um número 

inteiro. Assim, encontramos não a quantização da energia, 

mas a quantização da componente z do momento angular; 

esta deve ser um múltiplo inteiro de  , já que zL mΘ = Θ . 

3.4 – Estados de Landau

Uma maneira bastante simples de forçar uma partí-

cula carregada a permanecer restrita a uma região e espaço 

é submetê-la a um campo magnético. No caso mais simples 

de um campo constante na direção vertical  , o poten-

cial vetor pode ser escolhido como . Esse é o 

chamado “calibre simétrico”, um caso particular de calibre de 
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Coulomb (note que  e ), de modo que suas 

componentes sejam

/ 2xA yB= −  / 2yA xB=  (3.25)

Sabemos que nessa situação o momento total p  não 

é apenas o momento mecânico mv , mas contém uma con-

tribuição do potencial vetor: . A energia total é 

simplesmente cinética,

 (3.26)

No calibre simétrico, o último termo é 

. (3.27)

No contexto quântico, devemos partir da equação de 

Schrödinger, obtida da expressão para a energia trocando p  

por i− ∇


 . No calibre que escolhemos, e reconhecendo a fre-

quência de ciclotron, /C eB mω = , temos

22
2 2 2( )

2 8 2
C C

z
m x y EH L

m
ω ωψ ψ ψ ψ ψ= − ∇ + + − =



 (3.28)

Os dois primeiros termos da equação lembram o osci-

lador harmônico. Na verdade, temos a soma de dois osci-

ladores harmônicos, ambos de frequência / 2Cω . Um deles 

depende apenas da coordenada x e o outro depende apenas 

da coordenada y. Como vimos na seção anterior, seus níveis 

de energia são 1/ 2) / 2( x Cn ω+   e 1/ 2) / 2( y Cn ω+  , respecti-

vamente, onde xn  e yn são números inteiros quaisquer. 

O estado fundamental desse oscilador harmônico 

bidimensional é, como vimos anteriormente, uma função 

proporcional a 
2 2 2( )/2x y ae− + , onde 2 2 / Cma ω=  . Nesse estado, 

o elétron tem alta probabilidade de ser encontrado em uma 

região, uma pequena “célula”, de área 
2aπ . O fluxo magnético 
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que atravessa essa área é 2 2 / /2Ca B eB mπ π ω π==   . A 

quantidade 2 / eπ  é chamada de quantum de fluxo.

A componente vertical do momento angular é uma 

constante de movimento para esse sistema, como conse-

quência da simetria de rotação (a força magnética é centrípeta 

e não exerce torque). A relação entre simetria e conservação 

é um princípio fundamental, que vale tanto na física clássica 

quanto na física quântica. 

Os níveis de energia quantizados de uma partícula 

carregada sujeita a um campo magnético intenso são comu-

mente chamados de níveis de Landau. 

3.5 – Átomo de hidrogênio

De acordo com Feynman, a descoberta científica mais 

importante de todos os tempos é o fato de que todas as coi-

sas são compostas por átomos. O átomo mais simples de 

todos é o hidrogênio, que consiste de um próton, de carga 

elétrica positiva, e um elétron, de carga elétrica negativa. Em 

uma descrição extremamente simplificada, a energia do elé-

tron é a soma de dois tipos de energias: a energia cinética e a 

energia potencial, sendo que a última é dada pela interação 

de Coulomb. Assim, temos:
2

1 2
2

0

1
2 4

q
r

E qp
µ πε
−=  (3.29)

Energias são definidas a menos de uma constante, já 

que a escolha do nível zero para a energia potencial é arbi-

trária. Quando resolvemos um problema de queda livre na 

vizinhança da superfície terrestre, por exemplo, existem duas 

escolhas naturais para o nível zero do potencial gravitacional: 

a posição inicial do corpo e o chão. Uma peculiaridade da 

energia de interação de Coulomb é que seu nível zero é usu-

almente escolhido no infinito. Assim, duas cargas que estejam 

a uma distância qualquer uma da outra sempre têm energia 
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potencial negativa. A energia total pode ser negativa ou posi-

tiva, dependendo da energia cinética.

Considerando o referencial em que o próton está 

parado3, um elétron que possui energia negativa está efeti-

vamente restrito a uma região do espaço: não pode se afas-

tar infinitamente. Isso faz com que os estados estacionários 

possíveis sejam quantizados. Há o estado fundamental, de 

menor energia, e infinitos estados excitados. O estado funda-

mental é aquele em que o elétron está, em média, mais pró-

ximo ao próton. A distância média entre o elétron e o próton 

no estado fundamental do átomo de hidrogênio é chamada 

de raio de Bohr. Essa quantidade é usualmente denotada pela 

letra a  e vale cerca de 5x10-11 metros, ou 0.5 Angstrom. 

Vale notar que a existência de níveis quantizados foi 

percebida experimentalmente para átomos de mercúrio já 

em 1914, no experimento de Franck-Hertz. Se um átomo está 

em seu estado fundamental, a menor quantidade de energia 

que ele consegue absorver é a diferença entre esse estado e 

o primeiro estado excitado. Acelerando elétrons através de 

um gás de mercúrio, percebe-se que a corrente elétrica dimi-

nui periodicamente como função da voltagem. Isso é inter-

pretado da seguinte maneira: quando a voltagem atinge um 

valor tal que a energia cinética dos elétrons é igual à do pri-

meiro estado excitado, essa energia passa a ser transferida 

para os átomos de mercúrio. 

Uma realização recente do experimento de Franck-
Hertz é discutida no artigo “New features of the 
Franck-Hertz experimente”, publicado em 2006 no 
volume 74, p. 423 da American Journal of Physics 
(Disponível em: <http://grundpraktikum.physik.uni-
saarland.de/scripts/New_features.pdf>).

3 Como a massa do próton é muito maior que a do elétron, a existência desse 
referencial é uma boa aproximação.
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Execute a simulação da experiência de Franck-Hertz, 
do laboratório virtual indiano Amrita em vlab.amrita.
edu/?sub=1&brch=195&sim=355&cnt=1

Vejamos agora uma discussão um pouco mais apro-

fundada da teoria do átomo de hidrogênio. Começamos pelo 

fato de que esse átomo precisa necessariamente ser estu-

dado em três dimensões. Assim, seus estados estacionários 

dependerão de ( , , )x y z .

Para esse sistema, a equação de Schrödinger indepen-

dente do tempo é dada por

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , )

2
Kx y z x y z E x y z

x y z x y z
ψ ψ ψ

µ
 ∂ ∂ ∂

+ + − =−  ∂ ∂ ∂ + + 

 . (3.30)

A equação (3.9) está escrita no sistema de coordena-

das cartesiano, mas esse não é o melhor sistema de coor-

denadas para esse problema justamente por causa da forma 

complicada da energia potencial. Como essa energia depende 

apenas da distância ao próton, é mais conveniente utilizar o 

sistema de coordenadas esféricas. Nesse sistema, usamos as 

variáveis ( ,, )r θ φ  relacionadas às variáveis cartesianas pelas 

equações

sin cosx r θ φ= , sin siny r θ φ= , cosz r θ= . (3.31)

Usando essas coordenadas, a equação de Schrödinger 

fica 
2

2 2
2 2

1 1
2 2

Kr L E
r r r r r

ψ ψ ψ ψ
µ µ

∂ ∂  − + = 


−
∂ ∂



, (3.32)

Onde vemos novamente, assim como na seção ante-

rior, o aparecimento do potencial centrífugo 
2

22
L

rµ
. Nesse 

caso, deevemos usar o valor total do momento angular, e 

não só da componente z, pois estamos tratando um sistema 

tridimensional. O operador que corresponde à quantidade 
2 2 2 2

x y zL LL L= + +  é o seguinte: 
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2 2 2 2
2 2

2 2 2

1sin sin
sin sin sin sin zLL θ θ

θ θ θ θ φ θ θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + = +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

    (3.33)

A equação (3.32) tem uma aparência bem mais compli-

cada que a (3.30), mas na verdade é mais simples de resolver. 

A simplicidade reside no fato de que ela, assim como aconte-

ceu para a partícula livre na seção anterior, admite soluções 

separáveis, 

( , , ) ( ) ( ) ( )r R rψ θ φ θ φ= Θ Φ . (3.34)

Substituindo essa igualdade na equação, obtemos 

três equações independentes:

2
2 2 2 2

2z
dL m
dφ
Φ

Φ = − = Φ 

, (3.35)

2

2

1 sin ( 1)
sin sin

d d m
d d

θ
θ θ θ θ

Θ − + Θ = + Θ 
 

 
, (3.36)

2 2 2

2 2

( 1)
2 2

d R KR R ER
dr r rµ µ

+
− + − =
   

. (3.37)

As constantes m  e 


 são chamadas de constantes de 

separação, e precisam ser quantizadas, ou seja, o problema 

só admite soluções razoáveis para alguns valores dessas 

constantes. Em particular, ambas devem ser números intei-

ros. A primeira das equações apresentadas é a quantização 

da componente z do momento angular, que já encontramos 

anteriormente.

Vejamos a última das equações, chamada equação 

radial. É possível mostrar que para raios grandes a solução 

deve se comportar como ~( ) krR r e− , com 2 /k mE= − 

, enquanto que para raios pequenos ela deve se comportar 

como 1~( )R r r + . Portanto, escrevemos 1( )) (kreR r r f r+ −=  , 

de modo a isolar os comportamentos já identificados, e bus-

camos encontrar a função ( )f r . Ao fazer isso, descobrimos 

que 


 deve ser um inteiro positivo e que as energias admis-

síveis são dadas por 
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2 2
1

2 2 2 2 22 2nE EK
n a n n
µ

µ
= − = =





, (3.38)

onde n  é um outro inteiro positivo, a  é o raio de Bohr e 

1E  é a energia do estado fundamental. Essa energia é de 

1 13.6E = −  elétrons-Volt. Essa é a mínima energia que é pre-

ciso dar ao átomo de hidrogênio para ionizá-lo, ou seja, sepa-

rar seu elétron de seu próton. A função ( )f r  que buscávamos 

resulta ser um polinômio diferente para cada par de valores 
,n  . Esses polinômios são conhecidos como polinômios de 

Laguerre.

Os números 


 e n  são chamados de números quânticos, 

sendo n  o número quântico principal e 


 o número quân-

tico azimutal. A interpretação física dessa quantidade advém 

da equação 2 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )L θ φ θ φΘ Φ = + Θ Φ  . Ou seja, o valor 

( 1)+   está associado ao quadrado do momento angular 

total.

As energias permitidas do átomo de hidrogênio, na 

descrição aproximada que estamos usando aqui,4 dependem 

apenas do número quântico principal. O leitor perceberá 

imediatamente uma diferença grande com as energias do 

poço infinito unidimensional. Naquele caso as energias eram 

proporcionais ao quadrado de um número inteiro, enquanto 

aqui elas são inversamente proporcionais a 2n . Isso significa 

que conforme n  cresce as energias vão diminuindo e ficando 

mais próximas, tendendo a zero. Isso é compreensível se nos 

lembrarmos que colocamos o zero da nossa energia poten-

cial a uma distância infinita do próton. Assim, um elétron 

que esteja em um estado altamente excitado, com n  grande, 

estará longe do próton e terá energia próxima de zero.

O átomo pode absorver energia de modo que o elétron 

passe de um nível para outro mais alto. Entretanto, também 

4	 Levamos em conta apenas as energias cinética e potencial, mas existem 
outras energias em jogo no átomo de hidrogênio, advindas de correções 
relativísticas.
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é possível o processo contrário, em que o elétron se transfere 

para um nível mais baixo e a diferença de energia é liberada. 

A pergunta natural é: em que essa energia se transforma? A 

resposta é que ela se manifesta na forma de radiação ele-

tromagnética. Cada vez que um elétron atômico realiza uma 

transição entre níveis energéticos, uma pequena quantidade, 

um quantum, de radiação é emitida pelo átomo. Esse quan-

tum de radiação é chamado de fóton.

Se um elétron passa de um nível de energia 1E  para 

outro de energia 2E , a frequência do fóton correspondente 

(emitido ou absorvido) deve ser igual a 2 1 2( ) /EEν π= −  . 

Em outras palavras, a energia de um fóton e sua frequência 

devem estar relacionadas pela igualdade 2E π ν=  . Essa 

relação foi inicialmente postulada por Planck para explicar o 

espectro de radiação de corpo negro. Nesse caso a frequência 

ν é a de um conjunto de osciladores harmônicos carregados, 

modelando a matéria contida no corpo negro. Em contexto 

completamente diferente, Einstein fez a hipótese de que a 

radiação eletromagnética era formada por quanta de luz 

(fótons) com energia dada pela mesma expressão, mas agora 

ν é a frequência da luz. Ele usou essa hipótese para explicar 

o efeito fotoelétrico.

Sabendo que /cν λ= , onde c  é a velocidade da luz, 

temos a igualdade 2 /E cπ λ=  . Assim, o comprimento de 

onda de um fóton que é produzido pela transição entre esta-

dos de números quânticos principais 1n  e 2n  deve satisfazer 

a relação

2 2
1 2

1 1 1
n nλ

 
= − 

 
 , (3.39)

onde 2 3/ 4K cµ π=   é chamada de constante de Rydberg. 

Transições com 1 1n =  estão no ultravioleta e são conhecidas 

como série de Lyman; transições com 1 2n =  estão na região 

visível e são conhecidas como série de Balmer; transições 

com 1 3n = , conhecidas como série de Paschen, já estão no 
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infravermelho. Essas transições estão esquematizadas na 

Figura 3.2.

Para finalizar, voltemos às equações (3.13) e (3.14). 

Não vamos discutir em detalhes sua solução, mas podemos 

mencionar que os produtos ,( ) ( ) ( , )mYθ φ θ φΘ Φ =


 são fun-

ções conhecidas como harmônicos esféricos. Essas funções são 

os famosos orbitais que aparecem nas aulas de química do 

ensino médio. 

O número quântico m , chamado número quântico 

magnético, também deve ser um número inteiro. Ele pode 

ser negativo, mas deve satisfazer a condição m− ≤ ≤  . 

Como também existe a condição 0 n≤ < , vemos que a cada 

nível de energia corresponde na verdade um total de 
1

2

0 0

1

11 )(2
n n

m

n
−

== =

−

−

= + =∑∑ ∑


  

  (3.40)

estados estacionários. Esses estados são diferentes, mas 

possuem a mesma energia. Essa “coincidência” (também 

chamada de “degenerescência”) decorre da grande simplici-

dade do átomo de hidrogênio na aproximação considerada 

aqui. Se introduzirmos correções relativísticas, os níveis de 

energia passam a depender de 


; se colocarmos o átomo em 

um campo magnético, os níveis de energia passam a depen-

der também de m .

Acesse http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/
hyde.html#c4 para a discussão da física do átomo 
de hidrogênio. Pule a introdução e siga direto para o 
quadro Hydrogen Energy Level Plot.

Trabalhe com o simulador Emission spectra do 
Laboratório Virtual Amrita em vlab.amrita.edu/?sub
=1&brch=195&sim=359&cnt=1

Vemos que o conhecimento das frequências dos fótons 

que um dado elemento pode emitir permite que se obtenham 
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informações sobre seus níveis de energia. De fato, ainda no 

século XIX, antes do estabelecimento da teoria quântica, já 

se conhecia experimentalmente o fato de que átomos emi-

tem e absorvem radiação em apenas algumas frequências, e 

existiam tabelas com as frequências características de vários 

elementos.

Desde a década de 1990, é possível usar espelhos 

de altíssima qualidade para aprisionar luz, produzindo um 

estado estacionário de fótons. Metade do prêmio Nobel de 

física de 2012 foi dada a Serge Haroche por suas pesqui-

sas nesse campo. Vale mencionar aqui o artigo “Quantum 

jumps of light recording the birth and death of a photon in 

a cavity”, publicado por seu grupo em 2007, no volume 446 

da revista Nature (Disponível em: http://arxiv.org/abs/quant-

-ph/0612031). Nesse artigo, um feixe de átomos é usado 

para medir indiretamente o estado quântico do fóton. Dessa 

maneira, é possível ver o momento em que ocorre uma tran-

sição abrupta no estado, quando um fóton é produzido ou 

destruído.

3.6 – Exercícios

1.	 Considere um oscilador harmônico cujo período de movi-

mento clássico é T. Mostre que, para esse sistema, toda 

função de onda inicial possui uma evolução temporal 

periódica: 
2( , )| |x tΨ  tem período T e ( , )x tΨ  tem período 

2T, sendo que ( , ) ( , )x t T x tΨ + = −Ψ .

2.	 Para um objeto de massa m confinado a um poço de 

potencial infinito de largura L, o período de movimento 

clássico não é único como para o oscilador harmônico, 

mas depende da energia. Mostre que, ainda assim, toda 

função de onda inicial possui uma evolução temporal 

periódica com período 0/2T Eπ=  , onde 0E  é a energia 

do estado fundamental (note que essa escala de tempo 

não é clássica).





Capítulo 4

Elétrons confinados em 
baixa dimensionalidade 

Vamos discutir brevemente neste Capítulo um tipo 
muito importante de sistemas quânticos, que são os 
elétrons confinados. Consideramos inicialmente con-

finamento em duas dimensões, ou seja, elétrons que podem 
se mover em um plano. Em seguida, tratamos os chamados 
fios quânticos, em que elétrons estão restritos a uma dimensão. 
Finalmente, mencionamos sistemas em que elétrons estão 
confinados em todas as direções, conhecidos como pontos 
quânticos.

4.1 – Elétrons em duas dimensões

Vimos na Seção 3.2.1 um tipo de sistema quântico 

bastante simples, que é o poço infinito unidimensional. Um 

objeto quântico colocado dentro de um poço desses dispõe 

de infinitos estados estacionários, com energias que crescem 

com o quadrado de um número inteiro.

Imaginemos uma folha de metal muitíssimo fina, 

que está no plano x-y. Podemos considerar que na direção z 

temos justamente um poço de potencial infinito, cuja largura 
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é igual à espessura da folha. Elétrons livres do metal podem 

se mover com qualquer energia no plano x-y, mas estão con-

finados na direção z. Nessa direção eles são obrigados a estar 

em um dos estados estacionários do poço. 

Se a energia dos elétrons for pequena, podemos ter 

quase certeza de que eles estarão sempre no estado funda-

mental desse poço. Ou seja, temos uma onda que é sempre a 

mesma na direção z, e só há dinâmica interessante no plano 

x-y.

Por incrível que pareça, a situação apresentada pode 

ser realizada em laboratório. Em lugar de uma folha finís-

sima, utiliza-se a superfície de contato entre dois materiais 

semicondutores. Costuma-se dizer que os elétrons que 

ficam aprisionados nessa superfície formam um gás de elétrons 

bidimensional.

O artigo “Quantum Wells for Photonics” de Daniel 
Chemla (Physics Today 38(5), 56, 1985) é uma 
excelente introdução aos poços quânticos formados 
por materiais semicondutores.

Uma aplicação muito famosa do gás de elétrons bidi-

mensional foi no estudo do efeito Hall quântico. Lembremos 

primeiro o que é o efeito Hall clássico. Temos uma folha con-

dutora que experimenta uma diferença de potencial V entre 

duas extremidades ao longo do eixo x, de modo que ela é 

atravessada por uma corrente elétrica I, da esquerda para a 

direita. Aplica-se então um campo magnético B transversal-

mente à folha. Como resultado, aparece uma voltagem entre 

beiradas superior e inferior da folha, chamada de tensão Hall. 

A teoria do efeito Hall clássico é relativamente sim-

ples. Os elétrons que estão viajando para a direita sofrem, 

devido à presença do campo magnético, uma força para cima, 

se concentrando na extremidade superior da folha. A extre-

midade inferior, em contraste, fica com carência de elétrons. 
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Portanto, é produzida uma diferença de potencial elétrico. 

Eventualmente essa diferença de potencial equilibra a força 

magnética yE vB= , de modo que a corrente continua sendo 

horizontal. 

A voltagem Hall é dada por H y vwEV w B= = , sendo w  

a largura da folha. A resistência Hall, por sua vez, é definida 

como /H H xR V I= . Se todos os elétrons têm carga e  e veloci-

dade v , então o valor da corrente será xI dwev= , onde d  é a 

densidade superficial de elétrons. Em conclusão, temos que 

a resistência Hall é dada por /HR B de= . Vale notar que a 

teoria prediz um crescimento linear com o campo magnético.

Como será que as leis de mecânica quântica afetam 

o efeito Hall? Com a aplicação do campo magnético, os elé-

trons ficam confinados em regiões do plano com estados 

quânticos bem definidos chamados de níveis de Landau, 

como discutido na Seção 3.4. Qualitativamente, podemos 

imaginar que o plano ocupado pelos elétrons é dividido em 

“células”, cada uma delas atravessada por um número inteiro 

de quanta de fluxo magnético, 0 2 / eφ π=  . 

Podemos escrever a resistência Hall como 
2

0 /H eR dφ π=  . A quantidade 2dν π=   é chamada de fator 

de preenchimento. Ela representa o número de elétrons por 

célula. Como veremos no próximo Capítulo, a natureza só 

aceita elétrons na mesma célula se eles estiverem em níveis 

de energia diferentes. Assim, se imaginarmos que o campo 

magnético está sendo variado, a cada vez que ν  passa por 

um número inteiro devemos ter uma transição entre níveis 

de energia. Ou seja, haverá uma quantização do inverso da 

resistência Hall de acordo com 1 2 /( )HR eν− =  . A quantidade 
2/ e  é conhecida como quantum de resistência. Ela é encarada 

como o padrão moderno da resistência elétrica, e vale cerca 

de 25.812,8 Ω.

O efeito Hall quântico foi observado pela primeira vez 

em 1980, por Klaus von Klitzing, que ganhou o prêmio Nobel 

de 1985. A Figura 4.1 mostra um resultado experimental em 
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que se pode ver claramente a variação descontínua da resis-

tividade Hall com o campo magnético (note como o cresci-

mento inicial, em campo baixo, é linear). Os valores de ν  para 

os quais há um salto correspondem a números inteiros com 

uma precisão de uma parte em 
1010 . É importante salientar 

que estamos vendo um efeito quântico em um sistema que 

possui um número macroscópico de elétrons! A figura tam-

bém mostra, na parte de baixo, a derivada da resistividade.

Figura 4.1 – Resistência Hall (em Ohms) em função do campo 
magnético (em Teslas), exibindo efeitos de quantização 
para campos intensos. Observe que os efeitos quânticos 

são mais pronunciados em campos magnéticos altos.

Como leitura adicional, acesse https://en.wikipedia.
org/wiki/Quantum_Hall_effect e curta a animação 
incluida nesse verbete. 

4.2 – Elétrons em uma dimensão

É possível adicionar um confinamento lateral ao gás 

de elétrons bidimensional, de maneira a obrigar os elé-

trons a viver em um “canal” cuja largura é da ordem de seu 
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comprimento de onda. Esse regime é normalmente desig-

nado de fio quântico. Nesse caso, os elétrons podem se mover 

livremente na direção x, mas na direção y eles devem estar 

em um estado estacionário semelhante aos do poço infi-

nito. Esses estados estacionários são chamados de modos 

transversais.

Um dos primeiros fios quânticos produzidos consiste 

de gerar uma constrição no gás de elétrons bidimensional 

formando o regime de fio quântico que é conhecido como 

“contato quântico pontual” – point contact) A Figura 4.2 mos-

tra o esquema de formação de um canal unidimensional (fio 

quântico) entre dois reservatórios de elétrons.

Figura 4.2 – Esquema da constrição de um gás de elétrons 
bidimensional para produzir um canal unidimensional de largura L ou fio 
quântico. Elétrons fluem de um terminal a outro devido ao potencial DV.

Se a largura do fio é L , sabemos que os níveis de ener-

gia têm a forma 2 2 2/ 2 .n mLπ  Se um dado elétron tem energia 

total E , ele pode estar em qualquer modo transversal com 

energia menor que E . Se ele estiver no n-ésimo modo, sua 

energia se decompõe na forma

22 2

22 2
xmvn

mL
E π

+= , (4.1)
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ou seja, os elétrons que ocupam modos transversais mais bai-

xos se movem com maior velocidade na direção x , enquanto 

que elétrons que ocupam modos transversais mais altos têm 

de se mover mais lentamente.

Se colocamos uma diferença de potencial DV entre as 

pontas do fio, os elétrons vão se mover e haverá uma corrente 

elétrica. A energia dos elétrons será proporcional à voltagem 

aplicada. Porém, novamente, só podemos colocar um elétron 

por modo transversal. Se a energia for muito alta, diferentes 

elétrons podem se acomodar em diferentes modos, e haverá 

uma corrente grande. Nesse regime temos a conhecida lei de 

Ohm: a corrente é proporcional à voltagem.

Por outro lado, para baixas voltagens, somente alguns 

modos transversais podem ser ocupados. Se a voltagem for 

muito pequena, só o primeiro modo poderá ser ocupado e 

apenas um elétron fluirá de cada vez. Se a voltagem foi um 

pouco maior, poderemos ter dois elétrons ao mesmo tempo, 

e assim por diante. Ou seja, a corrente será quantizada. 

A condutância G do sistema é dada por

 
= =  ∆  

22I eG N
V h

 (4.2)

em que N é o numero de modos que podem ser acomodados 

no canal. Nesse caso não vale a lei de Ohm, pois a corrente 

não varia linearmente, é quantizada (em plateaux como no 

Efeito Hall Quantizado). O leitor interessado pode consultar 

a Wikipedia para referências em https://en.wikipedia.org/wiki/

Quantum_point_contact. 

Outros tipos de fios quânticos (confinamento de elé-

trons em duas dimensões espaciais) costumam ser fabricados 

usando interfaces entre semicondutores, como mencio-

nado anteriormente, ou usando nanotubos de carbono. Veja 

https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_wire para detalhes e 

referências.
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Um tratamento tutorial com ênfase nos fenômenos 
observados em amostras em que portadores de carga 
estão confinados a duas ou a uma dimensão, ao 
invés de detalhes teóricos, é dado no artigo de D.F. 
Holcomb, American Journal of Physics, 67 (4), 278-
297, 1999. O artigo também descreve brevemente 
outros materiais sólidos que exibem fenômenos de 
intereferência e difração de elétrons.

4.3 – Elétrons em zero dimensão

Finalmente, podemos confinar elétrons em todas as 

dimensões, de modo que eles não consigam se mover livre-

mente para nenhum lado. Nesse caso, teremos o que se 

chama um ponto quântico. Na prática, temos um gás de elé-

trons bidimensional e um confinamento extra que restringe 

os elétrons a uma certa região. Essa região tem dimensões 

características da ordem do comprimento de onda do elétron.

No início, pontos quânticos foram chamados também 

de “átomos artificiais”, por serem estruturas fabricadas que 

possuem níveis de energia discretos, mas que são muito mais 

facilmente controláveis do que átomos. Por exemplo, pode-

-se construí-los em geometrias variadas: círculos, retângulos, 

estádios etc. As técnicas para a fabricação dessas estruturas 

é o crescimento epitaxial, notadamente a epitaxia por feixe 

molecular (MBE) e a deposição química na fase vapor (CVD) 

em que monocamadas atômicas adjacentes de diferentes 

materiais são crescidas a litografia óptica e de elétrons. 

Além disso, é possível conectar um ponto quântico 

a uma fonte e a um sorvedouro de elétrons, e fazer passar 

corrente por eles. O estudo dessa corrente permite então 

entender melhor suas propriedades quânticas. Outra ideia 

interessante é aproximar dois pontos quânticos, situação em 

que um elétron pode passar de um para o outro por efeito 

túnel. Também é possível projetar pontos quânticos que emi-

tam radiação em frequências específicas (quando elétrons 
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confinados mudam de nível de energia, emitem ou absorvem 

fótons, assim como acontece com átomos).

Os sistemas discutidos são exemplos de como a 

Mecânica Quântica funciona em estruturas semocondutoras 

fabricadas artificialmente por modernas técnicas de cresci-

mento epitaxial e que constituem a base da microeletrônica 

e optoeletrônica. Leo Esaki, Nobel de Física pela construção 

do Diodo Túnel, assim se expressou no artigo “Do-it your-

self Quantum Mechanics in Low-dimensional Structures” 

(Physica Scripta, Vol. T42, 102-109, 1992):

“A mecânica quântica, na verdade, desempenhou um 

papel indispensável no mundo da física moderna, incluindo a 

nossa compreensão das características dos semicondutores. 

Por volta do final do século XX, ficou claro que a mecânica 

quântica expandiu o seu papel, ou seja, seus princípios têm 

sido utilizados na concepção de novas estruturas semicondu-

toras que exibem propriedades ópticas e de transporte sem 

precedentes”. 

O artigo “Optical studies of single quantum dots” de 
Gammon & Steel (Physics Today 55 (10), 36, 2002) 
apresenta uma boa introdução sobre o tema.



Capítulo 5

Formalismo

5.1 – Notação de Dirac

Vamos agora introduzir uma notação que é universal-
mente utilizada quando se discute mecânica quân-
tica, a chamada notação de Dirac. O que se faz é escrever, 

em vez de uma função de onda, um estado para o sistema. 
Esse estado representa toda a informação existente sobre o 
objeto em questão. 

Por exemplo, se sabemos com toda certeza que o 

objeto está na posição x, então denotamos seu estado por 
| x〉  (podemos ler assim: “o estado que tem posição x”). Por 

outro lado, se sabemos que seu momento é igual a p, então 

seu estado é denotado por | p〉  (podemos ler assim: “o estado 

que tem momento p”). 

Digamos que a posição de nosso objeto não é per-

feitamente conhecida, e que ele tem função de onda ( )xΨ .  

Então, o estado correspondente é ( ) || x x dxΨ〉 = Ψ 〉∫ . Ou 

seja, é uma combinação linear de todos os estados que têm 

posição bem definida, cada um com um peso que é dado 

pela função de onda. Por outro lado, se a função de onda 
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de momento for ( )pΦ , também podemos escrever o estado 

como uma combinação linear de estados de momento como

( ) || p p dpΨ〉 = Φ 〉∫ .

Podemos inverter essas equações e escrever as fun-

ções de onda a partir do estado: 

( ) |x xΨ = 〈 Ψ〉  e ( ) |p pΦ = 〈 Ψ〉 . (5.1)

Dizemos que as funções de onda de posição e de 

momento são “representações” diferentes do mesmo estado. 

O estado é assim algo mais fundamental, inerente ao sistema, 

enquanto as funções de onda são diferentes maneiras que 

podemos escolher para escrever esses estados, dependendo 

se estamos mais interessados na posição ou no momento, 

conforme for mais conveniente. Falamos em “representação 

de posição” e em “representação de momento”, sendo que as 

duas são fisicamente equivalentes. 

A notação de Dirac tem ainda uma outra qualidade: ela 

é capaz de descrever estados quânticos aos quais não está 

associada nenhuma função de onda, como o spin do elétron, 

que estudaremos adiante.

O conjunto dos estados possíveis de um sistema quân-

tico é sempre um espaço vetorial, ou seja, estados quânticos 

têm as mesmas propriedades que os vetores comuns: eles 

podem ser somados e multiplicados por números. Assim, se 

1|Ψ 〉  e 2|Ψ 〉  são dois estados que um certo objeto quân-

tico pode assumir, então necessariamente esse objeto tam-

bém pode assumir o estado 21| |ba Ψ 〉 + Ψ 〉 , onde a  e b  são 

números complexos quaisquer.

A quantidade 

*
1 2 1 2| ( ) ( )x x dx

∞

−∞
〈Ψ Ψ 〉 = Ψ Ψ∫  (5.2)

é chamada de produto interno entre os dois estados 1|Ψ 〉  e 2|Ψ 〉 .  

Caso essa quantidade seja nula, dizemos que os estados 
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são ortogonais. Os estados estacionários do poço infinito, por 

exemplo, que vimos em detalhe no Capítulo anterior, são 

ortogonais entre si, pois

0
sin( )sin( ) 0

L n x m x dx
L L
π π

=∫  se n m≠ . (5.3)

Ressaltamos que a presente noção de “ortogonali-

dade” não guarda qualquer relação com a ortogonalidade 

entre retas, ou com ângulos de noventa graus. É uma ortogo-

nalidade entre funções, definida exclusivamente em termos 

de uma integral.

5.2 – Observáveis

Quando usamos a notação de Dirac para os estados de 

um sistema, as quantidades físicas devem ser trocadas por 

“operadores”, que atuam sobre estados produzindo outros 

estados. Por exemplo, à posição e ao momento correspon-

dem os operadores de posição e de momento, denotados 

respectivamente por X̂  e por P̂ . Os estados que têm posi-

ção e momento bem definidos são seus autoestados, ou seja, 

ˆ ||X xx x〉 = 〉  e ˆ ||P pp p〉 = 〉 . 

Esses operadores são representados de formas dife-

rentes nas representações de posição e de momento. Na 

representação de posição, o operador de posição é represen-

tado por uma simples multiplicação. Isso é escrito como

ˆ| | |x X x x〈 Ψ〉 = 〈 Ψ〉 . (5.4)

Analogamente, na representação de momento, o ope-

rador de momento é representado por uma simples multipli-

cação na forma

ˆ| | |p P p p〈 Ψ〉 = 〈 Ψ〉 . (5.5)
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Entretanto, na representação de posição, o operador 

de momento aparece como a derivada, e vice-versa:

ˆ| | |x P i x
x
∂

〈 Ψ〉 = − 〈 Ψ〉
∂
  e ˆ| | |p X i p

p
∂

〈 Ψ〉 = − 〈 Ψ〉
∂
 . (5.6)

É importante mencionar que os operadores de posi-

ção e momento não comutam, ou seja, a ordem em que são 

utilizados é essencial. 

Considerando a ação dos operadores ˆ ˆXP  e ˆ ˆPX sobre 
uma função qualquer ( )f x , podemos mostrar que 
esses operadores satisfazem a igualdade ˆ ˆ ˆ ˆXP PX i− =  .

A diferença ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ]XP PX X P− =  é chamada de comutador 

de dois operadores. A equação ˆ ˆ[ , ]X P i=   é chamada de rela-

ção de comutação. Ela possui uma interpretação operacional: 

medir primeiro a posição de um objeto e depois o momento 

é diferente de medir primeiro o momento e depois a posi-

ção. Assim, a medida de um observável pode acabar influen-

ciando o resultado da medida de outro observável. Por outro 

lado, se dois operadores comutam, digamos ˆ ˆ[ , ] 0A B = , então 

medidas de Â  não influenciam medidas de B̂ , e vice-versa.

É claro que também podemos definir operadores 

associados às outras dimensões espaciais, ou seja, os ope-

radores Ŷ , Ẑ  e seus momentos associados, ˆ
yP  e ẑP . A posi-

ção total do sistema é a soma dos operadores posição de 

cada dimensão, ˆ ˆ ˆ ˆR X Y Z= + + . Analogamente, o momento 

total é dado por ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zP P P P+= + . Na representação de posi-

ção, esse operador é escrito em termos de derivadas parciais:
ˆ ( / / / )P i x y z+= − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ .

Outro operador importante que deve ser mencionado 

é o operador Hamiltoniano, também chamado mais simples-

mente de Hamiltoniana. Esse operador corresponde à energia 

do sistema, podendo ser escrito em termos dos operadores 

de posição e momento como
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2ˆˆ ˆ( )
2
PH V R
m

= + , (5.7)

em que ( )V x  é a energia potencial. Assim, a equação de 

Schrödinger passa a ser escrita na forma

ˆ | ( ) | ( )H t i t
t
∂

Ψ 〉 = Ψ 〉
∂
 . (5.8)

No Capítulo anterior, vimos essa equação na represen-

tação de posição, em uma dimensão: 

2 2

2
ˆ| | ( ) ( , ) ( ) ( , ) | ( ) ( , )

2
x H t x t V x x t i x t i x t

m x t t
∂ ∂ ∂

〈 Ψ 〉 = − Ψ + Ψ = 〈 Ψ 〉 = Ψ
∂ ∂ ∂



  . (5.9)

Nesse ponto, é interessante observar que para 

Hamiltonianas que não dependem do tempo, a equação de 

Schrödinger possui solução imediata: 
ˆ /( ) (0| | )iHtt e−Ψ 〉 = Ψ 〉  

(basta derivar essa igualdade para verificar isso). Entretanto, 

a simplicidade dessa solução é enganosa, já que ela envolve 

a exponencial de um operador, e não a exponencial de um 

número real ou complexo. Trataremos de um exemplo na 

Seção 7.1.1. 

Quando a Hamiltoniana atua sobre um estado esta-

cionário, o resultado é o mesmo estado, multiplicado por sua 

energia. Ou seja, a equação de Schrödinger independente do 

tempo, estudada ao longo deste Capítulo, pode ser escrita 

como

ˆ | |n n nH Eψ ψ〉 = 〉 . (5.10)

Em álgebra linear, uma equação como essa (“ope-

rador atuando sobre um estado resultando em um escalar 

(número) vezes o mesmo estado”) é chamada de equação de 

autovalores. Os números nE  que aparecem do lado direito são 

chamados de autovalores do operador Ĥ , enquanto que os 

estados | nψ 〉  correspondentes são chamados de autoestados 

ou autovetores.
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Posição, momento e Hamiltoniana são operadores 

especiais, pois correspondem a quantidades físicas reais, 

que podem realmente ser medidas (existem operadores que 

não correspondem a nenhuma grandeza física). Operadores 

desse tipo são chamados de observáveis. Os observáveis são 

especiais porque possuem várias propriedades importantes: 

1)	 seus autovalores são sempre números reais; 

2)	 seus autovetores | nφ 〉  são sempre ortogonais,5 

| 0m nφ φ〈 〉 = ; 

3)	 seus autovetores formam uma base, ou seja, qual-

quer estado pode ser escrito como combinação dos 

autovetores, | |n n
n

cψ φ〉 = 〉∑  (mencionamos esse fato 

no caso particular do poço infinito). Os coeficientes 

dessa combinação são dados por |n nc φ ψ= 〈 〉 .

5.3 – Postulados da Mecânica Quântica

Uma vez a nosso dispor as noções de estado e de obser-

vável, podemos discutir como a Mecânica Quântica pode ser 

estruturada como teoria física em torno de alguns postula-

dos. Esses postulados são os seguintes:

1) O estado de um objeto quântico é especificado por um 

vetor normalizado | Ψ〉 .

Isso significa que tudo que podemos saber sobre um 

dado sistema quântico está contido em seu estado. Sabendo 

o estado, em princípio conhecemos tudo.

2) O valor médio do observável Q̂  no estado | Ψ〉  é dado 

por | |Q〈Ψ Ψ〉 , ou seja, é o produto interno entre | Ψ〉  e o 

resultado da ação de Q̂  sobre | Ψ〉 . Em particular, se ( )Q x  

é a representação de posição do observável Q̂ , então 


*| ( )| ( )( )Q x xQ x dx
∞

−∞
〈Ψ Ψ〉 = Ψ Ψ∫ .

5	 Por simplicidade, vamos ignorar sutilezas ligadas ao fenômeno de degene-
rescência, ou seja, a existência de diferentes autoestados de um operador 
com o mesmo autovalor.
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Como já discutimos bastante, em geral as grandezas 

físicas são incertas e não podem ser especificadas de antemão 

para um objeto quântico. Assim, podemos falar apenas em 

valores médios.

Os dois primeiros postulados não ofendem nossa 

intuição, agora que estamos acostumados a pensar de forma 

probabilística. De fato, se retornarmos ao Capítulo 1, no 

qual tratamos da descrição probabilística da física clássica, 

notaremos que naquele contexto poderíamos ter enunciado 

os seguintes “postulados”: A) Um objeto clássico é especifi-

cado por uma densidade de probabilidade normalizada ( )f x ;  

B) O valor esperado de uma quantidade ( )Q x  é dado por 
( ) ( )Q x f x dx

∞

−∞∫ . Os dois primeiros postulados que apresenta-

mos para a mecânica quântica são análogos a esses dois.

Os próximos postulados não possuem análogos em 

física clássica e marcam uma divergência clara entre essas 

duas teorias. De certa forma, o que eles oferecem é uma inter-

pretação para os autovalores e os autovetores dos observáveis. 

Salientamos que essa interpretação tem um caráter estatís-

tico e que a realização de medições tem um papel crucial.

3) Uma medida do observável Q̂  no estado | Ψ〉  resulta sem-

pre um dos autovalores do operador Q̂ .

4) A probabilidade de se obter o autovalor λ  é dada por 
2| ||φ〈 Ψ〉 , em que |φ〉  é o autovetor de Q̂  com autovalor λ .

5) Se uma medida de Q̂  no estado | Ψ〉  tem resultado λ , o 

novo estado do sistema, imediatamente após a medida, 

passa a ser |φ〉 .

O fato de que autovalores de observáveis são sempre 

números reais está em harmonia com o terceiro postulado, 

pois nenhum experimento físico pode retornar como resul-

tado um número complexo. 

Como vimos, todo estado pode ser escrito como combi-

nação linear dos autoestados de um observável, | |n n
n

cψ φ〉 = 〉∑ ,  
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com coeficientes |n nc φ ψ= 〈 〉 . O postulado 4 diz que em um 

processo de medida daquele observável, a probabilidade é 

que o resultado seja o autovalor associado a um certo | nφ 〉  

é o módulo quadrado do coeficiente correspondente, nc . Ou 

seja, a probabilidade é proporcional à participação que | nφ 〉

tem na combinação que produz |ψ 〉 . Já haviamos encontrado 

essa interpretação dos coeficientes no caso de medidas de 

energia.

O postulado 5 diz respeito à situação do sistema depois 

que a medida já foi realizada. Se o resultado da medida do 

observável Q̂  foi o autovalor λ , então no instante de tempo 

imediatamente após a medida a quantidade física   Q̂  está pre-

cisamente determinada. Os estados quânticos que possuem 

valores precisamente determinados para um observável são 

seus autoestados, e só existe um autoestado compatível com 

o valor que foi medido.6

O processo em que um sistema inicialmente descrito 

pelo estado |ψ 〉  passa instantaneamente a ser descrito por 

outro estado |φ〉 , como resultado de uma medição, é comu-

mente denominado colapso da função de onda. Esse processo 

tem implicações muito interessantes quando consideramos 

sistemas que consistem em mais de um objeto quântico, 

como veremos mais adiante.

Os postulados que acabamos de abordar serão ilustra-

dos no Capítulo 7, no contexto da discussão de sistemas de 

dois níveis.

5.4 – Exercícios

1.	 Seja o estado de superposição /| ( ) |niE t
n n

n
c etψ ψ−〉 = 〉∑  , em 

que | nψ 〉  é estado estacionário, | |n n nEH ψ ψ〉 = 〉 , mostre 

que | ( )tψ 〉  satisfaz a equação de Schrödinger dependente 

do tempo, mas não é um estado estacionário.

6	 Mais uma vez, ressaltamos que estamos ignorando degenerescências. Em um 
sistema concreto, pode haver mais de um autovetor com o mesmo autovalor.
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3.	 Obtenha os operadores diferenciais correspondentes às 

componentes x e y do momentum angular. Verifique as 

relações de comutação 

	 , ][ x y zLL L i= �^ ^ ^
 , , ][ y z xLL L i= �^ ^ ^

, , ][ z x yLL L i= �^ ^ ^





Capítulo 6

Aproximações

Vimos vários exemplos, no Capítulo anterior, de siste-
mas que podem ser resolvidos exatamente, ou seja, 
para os quais existem expressões simples e explíci-

tas para os níveis de energia e para os estados estacionários. 
Esses sistemas são extremamente particulares e simplifica-
dos. Para problemas mais realistas e de maior importância, 
soluções exatas não estão disponíveis. Nesses casos, preci-
samos nos contentar com soluções aproximadas.

Neste Capítulo, apresentamos brevemente alguns 

tipos de soluções aproximadas.

6.1 – Soluções numéricas
6.1.1 – Solução de Equações Transcendentes

Como primeiro exemplo, vamos voltar ao problema já 

discutido anteriormente de um poço de potencial finito, para 

o qual a energia potencial é 

0,  se | |
( )

,  se | |
x L

V x
V x L

<
=  >

 (6.1)

Considere um estado estacionário de energia E V< . 

A onda plana 2 ( ( )) // i m E V x xipxe e −= 
  será oscilatória dentro do 
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poço e apresentará um decaimento exponencial nas regiões 

fora do poço. Seja  e  Escrevemos 

então 
( )

( )

,  se 
,  se | |( )

,  se 

q x L

ikx ikx

q x L

Ae x L
Be Ce x L

D L
x

e x
ψ

− −

−

+

 >
 +

−
= <
 <

 (6.2)

A continuidade da função em x L= −  implica que 
ikL ikLD Be Ce−= + , enquanto a continuidade em x L=  

implica que ikL ikLA Be Ce−= + . Por outro lado, a continui-

dade da derivada da função nesses dois pontos resulta em 
ikL ikLDq ikBe ikCe−= −  e ikL ikLAq ikCe ikBe−= − . Manipulando 

essas equações encontramos uma relação que deve ser satis-

feita entre k e q:
2

4ikLik q
ik q

e− 
=

+
 − 

 (6.3)

Essa equação não possui solução exata, ou seja, não 

podemos usá-la para encontrar uma fórmula simples para os 

valores quantizados da energia E. Em vez disso, o que pode-

mos fazer é usar um computador para encontrar os valores 

permitidos de E de forma numérica, ou seja, fornecendo valo-

res específicos para as grandezas m e V e utilizando algorit-

mos eficientes para procurar pelos valores possíveis de E. 

6.1.2 – Diagonalização de matrizes

Outra situação em que podemos usar o computador 

para um cálculo numérico é na diagonalização de matrizes, ou 

seja, no cálculo de autovalores e autovetores. Como ilustra-

ção, vamos considerar um elétron em um poço infinito, que 

é atraído pela origem de acordo com o potencial 2( )U x kx= . 

Sabemos que os estados estacionários do poço infi-

nito são as funções 2( ) sin( / )n x n x L
L

ψ π= . Se usarmos esse con-

junto de funções como base para nosso espaço de funções 

de onda, a energia cinética 
2

2
K p

m
= , associada ao operador 

2 2

22
d

m dx
−
 , será representada por uma matriz diagonal, com 
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elementos que nada mais são que os níveis de energia do 

poço infinito, ou seja, 
2 2 2

22
n

mL
π 

. Por outro lado, a energia poten-

cial será representada por uma matriz que não é diagonal, e 

cujos elementos são dados pelas integrais

( )
( )

2
2

2 4 2 2 4

8 1
| |

2

m n

n m

kL mn
kx

m m n n
ψ ψ

π

+−
〈 〉 =

− +
kX 2^  . (6.4)

Os níveis de energia do sistema são os autovalores da 

matriz Hamiltoniana H K U= + . Vamos escolher, por simpli-

cidade, 2 4/ 2q Lk m=   , onde q é um parâmetro adimensional, 

de modo que 

( )
( )

2
2 2

2 2 4 2 2 4

8 1
| |

2 2

m n

n m

q mn
H n

mL m m n n
ψ ψ π

π

+ −
 〈 〉 +=
 − + 

�^  . (6.5)

Além disso, em nome da simplicidade, podemos esco-

lher também / 2L m=   para desaparecer com o prefator.

Entretanto, a Hamiltoniana é uma matriz de tama-

nho infinito, e sua diagonalização levaria muito tempo! 

Felizmente, podemos obter aproximações para os níveis de 

energia mais baixos, ou seja, o estado fundamental e os pri-

meiros estados excitados, diagonalizando uma versão trun-

cada da matriz que tenha alguma dimensão finita, N N× . Por 

exemplo, com N=3 o truncamento fornece

2
2 2

2
2 2

2
2 2

3
8
48
25

3 48
8 2

1

4

9
5

6
9

16
9

q q

q q

q q

H

π
π π

π
π π

π
π π

 − 
 
 ≈ − 
 
 − 
 

^  (6.6)

Para que essa aproximação seja boa, a dimensão N 

não pode ser muito pequena. Na prática, se queremos calcu-

lar os primeiros m níveis de energia, devemos ir aumentando 

o valor de N até que o valor do m-ésimo nível fique pratica-

mente independente de N. A partir desse ponto, temos uma 

aproximação confiável. 
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6.2 – Teoria de perturbação

Outra situação importante em que normalmente não 

podemos resolver um problema exatamente é quando a ener-

gia contém a soma de duas contribuições de origens dife-

rentes. Por exemplo, vimos como resolver o problema de um 

poço de potencial na seção 3.2.2. A energia potencial daquele 

poço pode ser escrita como

0,  se 0, )
( )

,  se 0, )
(
(

x L
V x

x L∉
=

∈
∞




 (6.7)

Já vimos que a presença desse potencial pode ser 

levada em conta apenas impondo condições de cortorno: 

(0) ( ) 0Lψ ψ= = .

Se o objeto que está preso dentro do poço tem carga 

elétrica e e está submetido a um campo elétrico , a energia 

total é . A equação de Schrödinger indepen-

dente do tempo será mais complicada neste caso,

. (6.8)

Para simplificá-la, vamos supor que x é medido em 

unidades de L e vamos definir as constantes adimensionais 

 e . Com isso, terminamos com

 , (0) (1) 0ψ ψ= =  (6.9)

Vamos começar impondo apenas que (0) 0ψ = . A 

equação então admite como solução a função

, (6.10)

em que as funções Ai e Bi são as funções de Airy. Mostramos na 

Figura 6.1 um gráfico de 2| ( ) |xψ  para 50α =  e . Note 

que essa função se anula em x=0 mas não em x=1, pois essa 

condição não foi imposta.
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Figura 6.1 – Função de onda da Eq. (6.10) para  a = 50 e .

Uma maneira de resolver o problema é utilizar um 

método numérico, como indicamos na seção anterior, para 

encontramos valores de E para os quais a função de onda se 

anula em x=1. Mostramos na Figura 6.2 um gráfico de 2| ( ) |xψ  

para 50α =  e . Note que para esse valor de  as duas 

condições de contorno são satisfeitas, ou seja, esse é um 

valor válido para a energia de um estado estacionário.

Figura 6.2 – Função de onda da Eq. (6.10) para 50α =  e . 
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Esse método numérico é bastante eficiente se quiser-

mos encontrar apenas alguns níveis, e ele funciona para qual-

quer valor do campo elétrico, ou seja, para qualquer valor de 
α . Outra maneira de abordar o problema é tentar encontrar 

soluções aproximadas, que sejam válidas em algum regime 

especial. Por exemplo, se o campo elétrico for muito fraco, 

ou seja, se α  for bem pequeno. Nesse caso, podemos espe-

rar que ele tenha pouca influência sobre o sistema, e que os 

níveis de energia sejam bem parecidos com os do poço infi-

nito original.

Quando consideramos que uma componente da ener-

gia é muito menor do que as outras, estamos fazendo o que 

se chama de teoria de perturbação. Ou seja, estamos partindo de 

um problema que sabemos como resolver (no caso, o poço 

infinito) e o estamos perturbando com uma pequena altera-

ção na energia (no caso, o campo elétrico). 

A versão mais simples dessa teoria consiste em supor 

que a perturbação altera somente os níveis de energia e não 

os estados estacionários. Nesse caso, a correção que resulta 

para um nível de energia qualquer pode ser obtida simples-

mente calculando o valor médio que a perturbação tem nesse 

nível. Ou seja, se os níveis do sistema original são nE , com 

estados estacionários correspondentes ( )n xψ  , então os 

níveis de energia do sistema perturbado serão 

 ,

onde ( )PH x  representa a energia da perturbação.

Para o sistema que estamos estudando, temos

 .

Calculando a integral, temos

 ,
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onde  é a diferença de potencial entre as duas pon-

tas do poço. Em termos das variáveis adimensionais, temos 

. Vemos que a presença de um campo elétrico 

fraco simplesmente aumenta ligeiramente os níveis de ener-

gia, uniformemente. 

Como teste dessa previsão, podemos aplicá-la ao 

estado que possui 4n = . Sua energia não perturbada é 

. Para 50α = , nossa teoria de perturbação simples 

prevê o valor . Esse valor está muito 

próximo daquele que encontramos anteriormente (ver Figura 

6.2).

A teoria de perturbação, apesar de ter validade limi-

tada, fornece um entendimento do problema que não adviria 

tão facilmente do cálculo numérico. Discutimos aqui apenas 

sua versão mais simples. Podemos sofisticar a teoria para 

torná-la mais precisa. Para isso, é necessário levar em conta 

que a perturbação em geral altera não só os níveis de energia, 

mas também os estados estacionários.

Para estudo mais avançado, veja o verbete Perturbation 
Theory da Wikipedia, em particular, a seção em que 
se discute a teoria geral para a solução perturbativa 
a uma equação diferencial de primeira ordem. 
(Disponível em: <https://en.wikipedia.org/wiki/
Perturbation_theory#Search_for_better_methods_
for_quantum_mechanics>). A maioria dos livros 
didáticos de Mecânica quântica trata desse assunto.

6.3 – Método variacional

Outro método para encontrar resultados aproximados 

para problemas em mecânica quântica é o método variacio-

nal. A essência desse método reside no fato de que os estados 

estacionários satisfazem uma propriedade muito particular: 

eles minimizam a energia em relação a outras funções. 
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Imagine que 
2

( )
2
p V x
m
+  seja a energia de um sistema 

e seja ( )xψ  um estado estacionário, ou seja, que satisfaz a 

equação 
22

2 ( )
2

n
n n n

d V x E
m dx

ψ ψ ψ− + =


 para algum valor nE  . Se 

definirmos o funcional 
2 2

* 2
2] ( ) | |

2
[ fdf V x f dx

m
f

dx
F

 
= − + 

 
∫



 ,

então é claro que ][ n nF Eψ =  . Acontece que qualquer 

função que seja parecida com ( )n xψ , mas não exatamente 

igual, sempre vai dar origem a um valor maior do funcional: 
[[ ] ]nFF f ψ≥  se ( ) ( )nf x xψ≈ .

Baseados nesse fato, podemos estimar ( )n xψ  da 

seguinte maneira: procurando funções que minimizem nosso 

funcional.

Vamos explicar usando nosso exemplo preferido, o 

poço infinito. Nós já sabemos quais são os estados estacio-

nários desse sistema, mas vamos fingir por um momento que 

não sabemos. Sabemos apenas que eles devem se anular nas 

pontas e ser normalizados.

Nosso conhecimento inicial de mecânica quântica 

nos sugere, por exemplo, que o estado fundamental deve ser 

uma função bastante simples, com um único valor máximo. 

Uma aproximação razoável para esse tipo de função seria 

uma parábola. Para seguirmos essa intuição, podemos escre-

ver ( )f ax L x= − . A condição de normalização 
2

0
( ) 1

L
f x dx =∫  

requer que 5/230 / La = . Se calcularmos o valor funcional 

quando calculado para essa função, obtemos:

2

2

5[ ]
L

F f
m

=
  .

Esse valor é maior do que a energia do verdadeiro estado 

fundamental, que sabemos ser igual a 2 2 2 2 2/ 2 4.93 /mL mLπ ≈ 

,  

mas não está nada mal como aproximação. 

Vamos agora tratar o primeiro estado excitado. Para 

simplificar as expressões, seja L=1. Sabemos que esse estado 
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posui um zero no intervalo (0,1). Podemos tentar escrever 

uma função cúbica do tipo (1 )( )g ax x b x= − − . A constante 

a pode ser encontrada impondo novamente a condição de 

normalização. O resultado é um pouco complicado:

2 210
7 ( 1) 2b

a
b − +

=  

Se calcularmos o funcional dessa função, obtemos 

uma função de b:

2 2 2(5 5 )[
3

] 2
0

a b b
m

F g − +
=


 

Como sabemos que o estado estacionário deve corres-

ponder ao valor mínimo do funcional, podemos agora mini-

mizar essa função em relação a b, impondo que [ ] / 0dF g db =  

(sem esquecer que a depende de b). Essa conta dá um pouco 

de trabalho, mas resulta simplesmente em 1/ 2b = , ou seja, 

a função deve ter um zero exatamente no centro do inter-

valo (convidamos o leitor a comparar o gráfico de g(x) com o 

estado estacionário exato). O valor do funcional nesse caso é 
2

1/2
[ ] 21 /

b
F g m

=
=  , que está bastante próximo do valor cor-

reto, que é 2 2 2/ 19.742 /m mπ ≈  .

A eficiência do método variacional consiste, portanto, 

em ser capaz de estimar funções que sejam boas aproxima-

ções para os estados estacionários. Uma vez feito isso, mini-

miza-se o funcional apropriado (relacionado à energia) em 

relação aos parâmetros que especificam as funções. 

6.4 – Solução numérica exata da 
equação de Schrödinger

Com o advento dos modernos computadores, méto-

dos numéricos de equações diferenciais começaram a ser 

usados intensivamente para a obtenção de resultados das 

soluções da equação de Schrödinger com a precisão dese-

jada. Atualmente vários algoritmos estão disponíveis na web. 
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Eles empregam os métodos tradicionais de análise numérica 

para a solução de equações diferenciais lineares, como, no 

nosso caso, a de Schrödinger. 

Acesse https://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_
methods_for_ordinary_differential_equations para a 
abordagem de vários métodos usados em Física.

Um dos métodos mais usados na solução da 
equação de Schrödinger é o método de Numerov. 
Uma aplicação pode ser encontrada no artigo “O 
método numérico de Numerov aplicado à equação 
de Schrödinger” de Francisco Caruso e Vitor Oguri, 
em Rev. Bras. Ensino Fís., Jun 2014, vol. 36, n. 2, p. 
1-7 (Disponível em: <http://www.scielo.br/scielo.
php?pid=S1806-1172014000200010&script=sci_
arttext>).

6.5 – Exercícios

1. Considere um elétron em um poço infinito da largura à sua 

escolha, atraído pela origem de acordo com o potencial 
2( )U x kx= . Suponha que k é um número pequeno e use 

teoria de perturbação para corrigir os níveis de energia.

2. Obtenha os primeiros níveis de energia da Hamiltoniana 

na equação 6.6 para diferentes dimensões de truncamento 

N, e analise a convergência deles.



Capítulo 7

Sistemas de dois níveis

7.1 – Spin do elétron

Existem características próprias para cada partícula ele-
mentar. Por exemplo, o elétron tem carga negativa e 
massa bem definida. Além disso, elétron, assim como 

outras partículas elementares, possui uma propriedade intrín-
seca chamada spin. O spin eletrônico pode assumir apenas 
dois valores diferentes, que tradicionalmente são chamados 
de para baixo e para cima. A diferença importante entre carga e 
spin é que todos os elétrons possuem sempre a mesma carga 
(negativa), enquanto que o spin de um elétron tanto pode ser 
observado para cima quanto para baixo. Na notação de Dirac, 
representamos o spin através dos estados |↑〉  e |↓〉 .

A origem das denominações “para baixo” e “para cima” 

está no experimento de Stern-Gerlach (Otto Stern ganhou o 

Prêmio Nobel de 1943). Nesse experimento, obriga-se um 

feixe de elétrons a passar por um campo magnético. A força 

magnética, , que tenderia a curvar a trajetória, 

pode ser compensada por um campo elétrico, de modo que 

classicamente as trajetórias sejam retilíneas. No entanto, 

nessa situação observa-se que o feixe eletrônico se separa 
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em duas componentes, uma que é levemente defletida para 

cima e outra que é levemente defletida para baixo.

Acesse http://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_
experiment para mais detalhes sobre o experimento 
de Stern-Gerlach e veja, em particular, uma animação 
com elétrons e com imãs clássicos sobre o tema. 

A interpretação desse experimento é a seguinte: os 

elétrons possuem momento magnético intrínseco, como 

se fossem pequenos imãs. Esse momento magnético inte-

rage com o campo magnético externo, causando a deflexão 

(lembre-se que polos magnéticos iguais se repelem). Um elé-

tron será defletido para cima ou para baixo dependendo da 

orientação do seu momento magnético. É importante notar 

a natureza quântica desse sistema: o momento magnético do 

elétron sempre faz com que ele seja defletido ou para cima 

ou para baixo, sem meio termo. A situação seria diferente 

com imãs clássicos, cujo momento magnético poderia estar 

na horizontal. Podemos dizer que a componente vertical do 

momento magnético eletrônico, no experimento de Stern-

Gerlach, é quantizada. 

O momento magnético intrínseco do elétron é dado 

por , onde e  e m  são sua carga e sua massa, respec-

tivamente, g  é uma constante chamada fator giromagnético 

(praticamente igual a 2) e o vetor  é o spin, cujas compo-

nentes são os operadores ˆ ˆ( , , ˆ )x y zS S S . O fator giromagnético é 

uma das quantidades mais precisamente medidas da natu-

reza (precisão de mais de 12 casas depois da vírgula), e seu 

valor possui uma concordância extraordinária com a previ-

são teórica da mecânica quântica (concordância em 10 casas 

depois da vírgula).

O que resulta do experimento de Stern-Gerlach é 

a medição dos spins dos elétrons presentes em um feixe. 

Alguns terão spin para cima e outros terão spin para baixo. 
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Mas o que acontece se medirmos o spin de um único elé-

tron? Se soubermos que o spin de um dado elétron está para 

cima, então podemos prever o resultado do experimento: ele 

será defletido para cima. Entretanto, assim como a posição 

de um elétron não é algo que pode ser estabelecido com cer-

teza antes de uma medida, também não podemos saber seu 

spin antes de uma medida. Ou seja, é preciso descrever o 

spin de maneira probabilística e usar os postulados da mecâ-

nica quântica, que acabamos de apresentar.

Essa descrição é na realidade bem mais simples do 

que no caso da posição, já que só existem duas possibili-

dades. Qualquer que seja o “estado de spin” de um elétron, 

uma medida da componente vertical só pode resultar em um 

dentre dois resultados. Numericamente, esses resultados 

são / 2+  e / 2− . Qual desses possíveis valores será obser-

vado? Em geral, não é possível saber. Se o estado de spin 

for ||a b↑〉 + ↓〉 , então uma medida de spin tem probabilidade 
2| |a de resultar em / 2+ (spin pra cima) e probabilidade 2| |b

de resultar em / 2− (spin para baixo). As constantes a  e b
podem ser números complexos, enquanto que seus módulos 

quadrados são probabilidades. Caso a medida dê / 2+ , o 

estado de spin do elétron passa automaticamente a ser |↑〉
; analogamente, se a medida der / 2− , o estado passa a ser 

|↓〉 .

Faça uma simulação do experimento de Stern-
Gerlach em https://phet.colorado.edu/sims/stern-
gerlach/stern-gerlach_pt_BR.html. A seguir acesse 
o laboratório virtual “Spin Labs” (www.physics.
oregostate.edu/qmactivities) e realize as experiências 
propostas.

É possível criar um estado de spin do tipo ||a b↑〉 + ↓〉 ? 

Sim, basta usar dois experimentos de Stern-Gerlach em 

sequência. Imagine que realizamos um experimento de 

Stern-Gerlach, separando um feixe de elétrons em duas 
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componentes. Depois do experimento, sabemos com cer-

teza qual o spin da componente que foi defletida para cima. 

Agora, dirigimos essa componente do feixe para um segundo 

aparato de Stern-Gerlach. Se o segundo aparato estiver ali-

nhado com o primeiro, o resultado já é sabido de antemão 

(será defletido para cima novamente). Entretanto, se os dois 

aparatos estiverem desalinhados, a situação fica bem mais 

interessante. 

Imaginemos dois Stern-Gerlach ortogonais, ou seja, 

um experimento projetado para medir o observável “compo-

nente vertical do spin”, digamos ˆ
zS , e outro projetado para 

medir o observável “componente horizontal do spin”, diga-

mos ˆ
xS . Suponhamos que a primeira medida revela que o 

spin está para cima. Portanto, o estado passa a ser |↑〉 . Em 

seguida, vamos medir ˆ
xS . Classicamente, esperaríamos que 

o resultado fosse zero: um vetor que aponta para cima não 

tem componente horizontal. Entretanto, no mundo quântico 

não é assim.

Nesse caso, precisamos escrever o estado anterior à 

medição como combinação linear dos autoestados do obser-

vável a ser medido. Acontece que o spin para cima é uma soma 

de spins para a esquerda e para a direita, (| | /| ) 2↑〉 = ←〉+ →〉 . 

Assim, a segunda medida tem igual probabilidade de indi-

car spin para a esquerda ou para a direita. Ao fazermos um 

grande número de medidas de ˆ
xS  sobre o estado |↑〉 , tere-

mos praticamente o mesmo número de ocorrências para 

cada resultado possível e o resultado médio será zero. 

Para complicar ainda mais, vamos agora supor um 

terceiro processo de medida, realizado novamente na verti-

cal. Se o segundo processo resultou em spin para a direita, 

sabemos que o estado passou a ser |→〉 . Ao chegar no ter-

ceiro aparato, esse estado precisa ser escrito como combi-

nação dos estados “para cima” e “para baixo”. Nesse caso, 

temos | (| | ) / 2→〉 = ↑〉+ ↓〉 . Concluímos que a terceira medida 

tem iguais probabilidades de indicar |↑〉  ou |↓〉 . Isso talvez 
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pareça contraintuitivo: sabíamos que o estado inicial era |↑〉 ,  

e depois de algumas medidas ele pode acabar sendo |↓〉 ? De 

fato, se medíssemos sempre na vertical, isso nunca aconte-

ceria. É a medida intermediária, realizada em uma direção 

ortogonal, que produz esse efeito surpreendente.

Vamos supor a base dada pelos estados {| ,| }↑〉 ↓〉 . Nessa 

base, podemos escrever os estados como vetores, ou seja, 

podemos denotar os estados “para cima” e “para baixo” assim: 

1
|

0
 

↑〉 =  
 

, 
0

|
1
 

↓〉 =  
 

, (7.1)

e os estados “para direita” e “para esquerda” assim: 

1
|

1
1
2
 

→〉 =  
 

, 
2

1
|

1
1

−
 

←〉 =  
 

. (7.2)

Os outros símbolos da notação de Dirac correspon-

dem a vetores-linha:

| (1 0)〈↑= , | (0 1)〈↓= , 
1| (1 1)
2

〈→= , 
1| (1 1)
2

〈←= − . (7.3)

Sabemos que os valores / 2+  e / 2−  são autovalo-

res da componente vertical do spin:

ˆ | |
2zS ↑〉 = ↑〉


 , ˆ | |
2zS ↓〉 = − ↓〉


. (7.4)

Portanto, na base dos estados {| ,| }↑〉 ↓〉 , o observável ˆ
zS  

é representado pela matriz 

1 0ˆ
0 12zS
 

=  − 



. (7.5)

Por outro lado, as outras componentes do spin são 

representadas por

0 1ˆ
1 02xS
 

=  
 



 e 
0ˆ

02y
i

S
i

− 
=  

 



. (7.6)

Quem são os autovalores e os autovetores de ˆ
xS  e 

de ˆ
yS ? A equação de autovalores de ˆ

xS  é 
0 1
1 02

a a
b b

λ
    

=    
    

 . 
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Essa equação vetorial é equivalente às equações / 2a bλ=  e 

/ 2b aλ= . Essas equações só possuem solução se 2 2( / 2)λ =  ,  

de modo que os autovalores são / 2+  e / 2− . 

Esse resultado não deve nos surpreender. Como não 

existe nenhuma diferença fundamental entre a direção z  e 

a direção x , é claro que os operadores de spin nessas dire-

ções deveriam possuir os mesmos autovalores. Ao autovalor 

/ 2+  corresponde o 

autovetor normalizado 
11
12
 
 
 

. Analogamente, ao auto-

valor / 2−  corresponde o autovetor normalizado 
11
12

 
 − 

. 

Do mesmo modo que os operadores de posição e 

momento, essas matrizes não comutam. Suas relações de 

comutação são:

ˆ ˆ[ , ]ˆ
x y zS S i S=   , ˆ ˆ[ , ]ˆ

y z xS S i S=  , ˆ ˆ[ , ]ˆ
x yzS S i S=  . (7.7)

Por não comutarem, esses observáveis não podem ser 

determinados simultaneamente, ou seja, existe aqui também 

um princípio da incerteza. O estado |↑〉 , por exemplo, possui um 

valor de ˆ
zS  bem definido, mas não possui um valor de ˆ

xS  

bem definido. Aliás, temos o valor médio 

0 1 1ˆ| (1 0) 0
1 0 0

|
2xS

  
〈↑ ↑〉 = =  

  

 . (7.8)

Além disso, quando medimos duas dessas grandezas, 

a ordem em que as medidas são feitas é importante; medidas 

realizadas em ordens diferentes podem levar a resultados 

diferentes, ainda que o estado inicial seja o mesmo.

7.1.1 – Spin em um campo magnético

Se o elétron estiver parado, ele não sentirá nenhuma 

força magnética do tipo ×


v B , mas mesmo assim ele irá inte-

ragir com um campo magnético. Como vimos, o spin do elé-

tron dá a ele um momento magnético, ou seja, o elétron é um 

pequeno imã. Imãs tendem a se orientar com um campo mag-

nético externo. A Hamiltoniana que descreve essa tendência 
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de alinhamento é µ= −


.H B . Note que ela tem valor máximo 

quando o momento está antiparalelo ao campo, e valor 

mínimo quando o momento está paralelo ao campo.

Se o campo está na direção z, =
 ˆB Bk , temos ˆ

2 z
ge BS
m

H = − , 

ou seja, a Hamiltoniana é proporcional ao operador ˆ
zS . 

Assim, os estados “para cima” e “para baixo” são autoesta-

dos. Um estado mais geral do tipo ||a b↑〉 + ↓〉  sofrerá uma 

evolução temporal do tipo 

( )/ / /4 /2| | | |iE t iE t igeBt m igeBt mbae e ae be−+ − −↑〉 + ↓〉 = ↑〉 + ↓〉 

 (7.9)

O estado evolui de forma periódica, com período 

/ 2T geB m=  que independe do estado inicial.

Essa evolução nada mais é que a versão quântica da 

chamada precessão de Larmor, um fenômeno bem conhecido 

em que um imã gira em torno de seu centro de massa de tal 

maneira que seu momento magnético precessiona em torno 

do campo magnético externo. 

Verifique que se o estado inicial for “para a direita”, 
|→〉 , teremos uma evolução que é simplesmente 
cos( ) sin( ) ||t tα α→〉 + ←〉 , onde / 4geB mα = .

Vamos reobter esse resultado usando o formalismo da 

exponencial de matrizes. Como vimos na seção 6.2, a solu-

ção da equação de Schrödinger quando a Hamiltoniana não 

depende do tempo pode ser escrita simplesmente como 
ˆ /( ) (0| | )iHtt e−Ψ 〉 = Ψ 〉 . Se estivermos utilizando a base que 

consiste dos estados { ,| }|→〉 ←〉 , o operador Ĥ  será a matriz

0 1ˆ /
1 0

iHt i tα  
− →  

 


 (7.10)

Para calcular a exponencial desse termo, vamos lem-

brar a série de Taylor da exponencial:
2 3

1
2! 3!

Ae A AA= + + + +  (7.11)
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Notando que 

0 1
1 0

A i tα  
=  

 
, 2 2 1 0

)
0 1

( tA iα 
=


 
 

, 33 0 1
)

1 0
( tA iα 

=


 
 

, ... (7.12)

vemos que 

2 31 0 0 1 1 0 0 1( ) ( )( )
0 1 1 0 0 1 1 02! 3!

A i t ti te iα αα
       

= + + + +       
       



 (7.13)

Colocando as matrizes em evidência, temos:

4 52 31 0 0 1) ) ) )(1 ) (1 )
0 1 1 0

( ( ( (
2! 4! 3! 5!

A i i it t t te iα α α α   
= + + + + +   
   

 

 (7.14)

Nesta equação, reconhecemos as séries das funções 

seno e cosseno, de modo que

ˆ / 1 0 0 1
cos( ) sin( )

0 1 1 0
iHte t tα α−    

+   
   

=  (7.15)

Finalmente, concluímos que, de fato, 
ˆ / cos( ) sin( || )|iHte t tα α− →〉 = →〉 + ←〉 .

7.2 – Polarização do fóton

Elétrons são objetos quânticos elementares, que pos-

suem massa. Estão entre os objetos quânticos mais fáceis 

de serem observados, pois possuem carga e se movem sob 

ação de campos elétricos, produzindo correntes. Existe uma 

outra classe de objetos quânticos elementares, associados 

à radiação eletromagnética, que são os fótons. Em contraste 

com os elétrons, os fótons não possuem nem carga e nem 

massa. Mas eles possuem uma propriedade análoga ao spin 

do elétron, que é a sua polarização.

No contexto do tratamento clássico da radiação ele-

tromagnética, sabemos que uma onda pode ter polarização 

linear, como a luz que é refletida por uma superfície não metá-

lica. A polarização linear da luz pode ser detectada facilmente 

por meio de um polarizador, como alguns filtros de câmeras 

fotográficas e alguns óculos escuros. 
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Se temos uma fonte de luz não polarizada e olhamos 

através de um polarizador, veremos apenas parte da luz, 

ficando a outra parte retida. Esse experimento é análogo 

ao experimento de Stern-Gerlach com um feixe de elétrons, 

em que parte do feixe desvia para cima, parte para baixo. Da 

mesma maneira, podemos incidir um único fóton sobre um 

polarizador e perguntar: será que ele vai passar ou vai ficar 

retido?

Esse problema deve ser formulado usando os postu-

lados da mecânica quântica, como fizemos na seção ante-

rior, mas com algumas diferenças de significado. O “estado 

de polarização” mais geral de um fóton pode ser escrito como 

, ou seja, uma combinação linear de polarização 

“vertical” e “horizontal”. Note que não faz sentido tentar dis-

cernir entre polarização “para cima” ou “para baixo”; não é o 

sentido da polarização que conta, mas a sua direção (lembre-se 

de que na radiação eletromagnética o campo elétrico oscila 

periodicamente, alternando seu sentido).

Se um fóton cujo estado de polarização é  

incide sobre um polarizador vertical, ele possui probabilidade 
2| |a  de passar e 2 21| || |b a= −  de ficar retido. Caso ele passe, 

seu estado de polarização passa a ser . Analogamente, se 

ele incidir sobre um polarizador horizontal, terá probabili-

dade 2| |b  de passar e 2| |a  de ficar retido. Caso ele passe, seu 

estado de polarização passa a ser |↔〉 .

Sabemos que existe também luz circularmente polari-

zada. Em uma onda plana circularmente polarizada, o campo 

elétrico gira em torno da direção de propagação. O sentido 

desse giro pode ser horário ou anti-horário. Um fóton circu-

larmente polarizado tem, portanto, dois estados disponíveis, 

digamos |⊗〉  e | 〉 , além de suas possíveis combinações do 

tipo ||a b⊗〉 + 〉 . Os estados da base circularmente polari-

zada são combinações lineares dos estados da base anterior, 

 e . Assim, se um 
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fóton circularmente polarizado incide sobre um polarizador 

linear, ele tem sempre 50% de chance de passar.

7.3 – Interferômetro de Mach-Zehnder

Existe outra maneira bastante prática de criar estados 

de superposição quântica a partir de fótons. É a utilização 

de um semiespelho, um vidrinho que deixa passar metade 

da luz que incide sobre ele e reflete a outra metade. Quando 

um fóton chega ao semiespelho, ele pode ser transmitido ou 

refletido com 50% de probabilidade, independentemente de 

sua polarização. 

Antes de continuar a leitura, se familiarize com o 
interferômetro de Mach-Zender se divertindo com a 
simulação em http://www.st-andrews.ac.uk/physics/
quvis/index.html, ou uma mais simples voltada 
a estudantes de Ensino Médio desenvolvida por 
Rafael Pontes (UFRJ) em http://www.if.ufrj.br/~carlos/
trablicen/raphael/imz/

Podemos definir | 0〉  como sendo o estado quân-

tico em que não há fóton depois do semiespelho, e |1〉  o 

estado quântico em que há exatamente um fóton depois 

do semiespelho. O estado mais geral desse sistema será 

então um estado de superposição do tipo |1 | 0a b〉 + 〉 , com 
2 2|| | | 1a b+ = . A situação mencionada anteriormente, em que 

as probabilidade de transmissão e reflexão são as mesmas, 

corresponde a 21/a b= = .

Usando um semiespelho, podemos construir um apa-

rato como o da figura. Temos uma fonte luminosa que produz 

um raio de luz (por exemplo, um apontador laser). Esse raio 

passa por um semiespelho e é dividido em dois. Esses dois 

raios são posteriormente medidos pelos detectores 1D  e 2D . 

Quando a fonte de luz é muito fraca, apenas um fóton de cada 

vez atravessa o aparato. Depois do semiespelho, seu estado 
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é (|1 | ) /0 2〉+ 〉 . Os detectores provocam o colapso desse 

estado. Para um dado fóton, 1D  e 2D  têm ambos 50% de 

chance de clicar. Se enviarmos um número grande de fótons, 

então aproximadamente metade das vezes teremos um cli-

que em 1D  e metade das vezes teremos um clique em 2D .

Figura 7.1 – Quando o feixe é dividido pelo semiespelho, 
os dois detectores podem clicar, de forma aleatória.

Para tornar a situação mais interessante, é possível 

utilizar um segundo semiespelho e misturar os dois feixes, 

como na outra figura. Esse aparato, conhecido como inter-

ferômetro de Mach-Zehnder, é uma técnica óptica muito 

popular devido à sua simplicidade, sendo utilizado nas mais 

variadas aplicações.

A pergunta agora é: qual será o resultado desse expe-

rimento? Se enviarmos um número grande de fótons, como 

estarão distribuídos os cliques entre 1D  e 2D ?

A resposta a essa pergunta está no próprio nome do 

aparato, interferômetro. O que acontece é que temos aqui um 

fenômeno de interferência, análogo ao experimento de dupla 

fenda com elétrons que discutimos no Capítulo 2. A diferença 

é que os elétrons podiam ser detectados em qualquer ponto 

de um filme, ou seja, havia um contínuo de posições em 

que eles poderiam aparecer. Na situação discutida aqui, há 
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apenas duas posições possíveis para detecção de cada fóton, 

que são os detectores 1D  e 2D .

Figura 7.2 – Quando os feixes parciais são recombinados, 
existe interferência e apenas um dos detectores irá clicar.

Antes de respondermos à pergunta, é preciso notar 

um detalhe a respeito de espelhos. Um espelho é um pedaço 

de vidro com um dos lados coberto por uma superfície die-

létrica. Pode-se incidir luz sobre ele de ambos os lados, ou 

seja, diretamente sobre o dielétrico ou passando primeiro 

por dentro do vidro. Se for um semiespelho, então metade da 

luz será refletida e metade transmitida nas duas situações. 

Entretando, há uma diferença importante: a luz que incide 

diretamente sobre o dielétrico sofre uma inversão de fase 

quando refletida.

Em termos de um fóton singular, a inversão de fase 

mencionada anteriormente significa o seguinte: quando o 

fóton incide sobre o semiespelho passando primeiro pelo 

vidro, o estado criado é de fato dado por (|1 | ) /0 2〉+ 〉 . 

Entretanto, se o fóton incidir pelo outro lado, ou seja, dire-

tamente sobre a cobertura dielétrica, então o estado criado 

será (|1 | ) /0 2〉− 〉 .

Estamos denotando por |1〉  o estado em que o fóton 

é transmitido pelo primeiro semiespelho e viaja por baixo. 

Digamos que o segundo semiespelho esteja posicionado de 
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modo que esse estado incide sobre ele passando pelo vidro. 

Nesse caso, será criado o estado (| | ) / 2↑〉+ →〉 , em que |↑〉
é o estado de um fóton viajando para cima e |→〉  é o estado 

de um fóton viajando para a direita. Enquanto isso, o estado 

| 0〉 , em que o fóton é refletido pelo primeiro semiespelho 

e viaja por cima, incidirá no segundo semiespelho direta-

mente sobre a cobertura dielétrica e dará origem ao estado 

(| | ) / 2↑〉− →〉 .

Finalmente, podemos responder à nossa pergunta: 

o resultado do experimento no interferômetro de Mach-

Zehnder é que nenhum fóton chegará em 2D . Ou seja, 

mesmo que enviemos um número grande de fótons, apenas 

1D  irá clicar. Ou talvez o contrário. Depende da colocação do 

primeiro semiespelho. 

Se o raio inicial incide no primeiro semiespelho pas-

sando pelo vidro, então é criado o estado (|1 | ) /0 2〉+ 〉 . No 

segundo semiespelho, o estado |1〉  leva à criação do estado 
(| | ) / 2↑〉+ →〉 , enquanto o estado | 0〉  leva à criação do 

estado (| | ) / 2↑〉− →〉 , de modo que o estado final é 

1 | | 1 | | |
2 2 2 2
   ↑〉+ →〉 ↑〉− →〉

+ =↑〉   
   

 

Nesse caso apenas 1D  irá clicar. Por outro lado, se o 

raio inicial incide no primeiro semiespelho diretamente sobre 

a cobertura dielétrica, então é criado o estado (|1 | ) /0 2〉− 〉 . 

Nesse caso, depois do segundo semiespelho, o estado final é 

1 | | 1 | | |
2 2 2 2
   ↑〉+ →〉 ↑〉− →〉

− =→〉   
   

 

Nesse caso apenas 2D  irá clicar.

A essência física do interferômetro de Mach-Zehnder 

está no fato de que pode existir interferência construtiva ou 

destrutiva entre os feixes recombinados. Na primeira possibi-

lidade discutida anteriormente, a interferência é construtiva 
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na direção do detector 1D  e destrutiva na direção do detector 

2D . Na segunda possibilidade, é o contrário. 

É importante notar que o efeito fundamental está 

relacionado à fase da onda. Ou seja, o primeiro semiespelho 

sempre deixa passar metade da luz e reflete a outra metade. 

Mas dependendo de sua orientação (se a luz incide sobre 

ele passando pelo vidro ou não) há uma diferença de fase 

entre os feixes transmitido ou refletido. Essa diferença de 

fase está contida no sinal relativo entre os estados quânticos: 
(|1 | ) /0 2〉+ 〉  num caso e (|1 | ) /0 2〉− 〉  no outro.

Talvez valha a pena enfatizar mais uma vez a estra-

nheza do resultado. Na ausência do segundo semiespelho, 

os detectores 1D  e 2D  clicam em média o mesmo número 

de vezes na presença de um feixe de luz. Quando colocamos 

o segundo semiespelho, poderíamos esperar que os dois 

detectores continuassem clicando o mesmo número médio 

de vezes, afinal um semiespelho divide a intensidade da luz 

igualmente nas duas direções. Entretanto, isso não é ver-

dade: a incidência sobre um dos detectores é suprimida pelo 

efeito de interferência destrutiva. Em vez de somarmos dire-

tamente probabilidades, como fazemos classicamente, deve-

mos somar primeiro as funções de onda e só depois tomar o 

módulo quadrado para encontrar as probabilidades.

7.4 – Férmions e bósons

Considere os estados |⊗〉  e | 〉 , que descrevem as 

possíveis polarizações circulares de um fóton. Nesses esta-

dos, o campo elétrico está girando, e a esse giro corresponde 

um momento angular. A rotação pode ser no sentido horário 

ou anti-horário, e o momento angular associado, de acordo 

com a tradicional regra da mão direita, pode apontar ou 

no sentido da propagação ou no sentido contrário. Assim, 

o momento angular do fóton, também chamado de spin do 

fóton, é quantizado e pode assumir apenas dois valores.
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Entretanto, o spin do fóton não tem o mesmo valor 

do spin do elétron. O elétron tem spin / 2± , enquanto que 

o fóton tem spin ± . Dizemos que o elétron é um objeto 

de “spin meio”, enquanto que o fóton é um objeto de “spin 

um” (em unidades de  ). Objetos quânticos cujo spin é um 

número semi-inteiro são chamados de férmions (em homena-

gem a Enrico Fermi), enquanto que objetos quânticos cujo 

spin é um número inteiro são chamados de bósons (em home-

nagem a Satyendra Bose). 

Objetos quânticos associados à matéria, como elé-

trons, prótons, nêutrons, quarks etc. são sempre férmions. 

Todos os atualmente conhecidos têm spin meio, mas em 

princípio é possível que existam objetos com spin “três-

-meios”, “cinco-meios” etc. Por outro lado, os bósons estão 

associados à radiação e à mediação de interações. O bóson 

mais comum é o fóton, mas existem também os glúons (res-

ponsáveis pela força forte) e dois outros chamados W e Z 

(responsáveis pela força fraca). Todos esses têm spin um. Em 

2013, foi descoberto o chamado bóson de Higgs, que tem spin 

zero. Um objeto chamado gráviton foi previsto teoricamente e 

deve possuir spin dois, mas nunca foi observado.

O spin de um objeto quântico tem uma consequência 

muito importante para sua função de onda. Um conjunto 

de férmions idênticos deve sempre possuir uma função de 

onda total que seja antissimétrica em relação à permutação de 

duas variáveis, ou seja, se 
2

1 2| ( , ) |x xψ  é a densidade de proba-

bilidade de que dois elétrons estejam simultaneamente nas 

posições 1x  e 2x , então necessariamente 1 2 2 1( , ) ( ),x x x xψ ψ= − . 

Em particular, isso implica que ( , ) 0x xψ =  e, portanto, que dois 

elétrons, por exemplo, não podem nunca estar no mesmo 

estado quântico. Isso é conhecido como princípio da exclusão 

de Pauli. 

O princípio da exclusão é fundamental para o entendi-

mento da estrutura atômica, por exemplo. Para que um átomo 

com N prótons em seu núcleo seja eletricamente neutro, ele 
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deve possuir N elétrons. Mas esses N elétrons não podem 

estar todos no estado fundamental; eles devem necessaria-

mente se distribuir pelos níveis de energia do átomo, dando 

origem assim às diferentes camadas eletrônicas. 

Em contraste, um conjunto de bósons deve sempre 

possuir uma função de onda simétrica, ou seja, se 
2

1 2| ( , ) |x xψ  é 

a densidade de probabilidade de que dois bósons idênticos 

estejam simultaneamente nas posições 1x  e 2x , então neces-

sariamente 1 2 2 1( , ) ,( )x x x xψ ψ= . Assim, é possível que dois ou 

mais bósons ocupem o mesmo estado quântico. Na verdade, 

eles até favorecem esse comportamento. Se abaixarmos 

muito a temperatura de um sistema de bósons, todas eles 

vão ocupar o estado fundamental, ou seja, terão a mesma 

função de onda, e terminaremos com um sistema macroscó-

pico que se comporta de maneira quântica. Esse novo estado 

da matéria é conhecido como condensado de Bose-Einstein. 

Condensados de Bose-Einstein já foram obtidos expe-

rimentalmente usando átomos de spin inteiro como rubí-

dio-87 ou sódio-23, resfriados a temperaturas da ordem de 

nanoKelvins. No artigo “Observation of interference between 

two Bose condensates”, publicado em 1997 na revista Science, 

os autores discutem os resultados de um estudo com dois 

condensados de Bose-Einstein, cada um tendo cerca de 

50mm de tamanho e contendo milhões de átomos de sódio. 

Podemos ver na figura a existência de efeitos de interferên-

cia quântica entre eles. O Prêmio Nobel de 2001 foi dado a 

Cornell, Wieman e Ketterle pela produção de condensados 

de Bose-Einstein.

7.5 – Exercícios

1.	 Obtenha a representação matricial dos operadores ˆ
xS  e 

ˆ
yS  na base dos autoestados do operador ˆ

zS  (equação 

7.6).
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2.	 Calcule as relações de comutação dessas matrizes e veri-

fique a equação 7.7

3.	 Mostre que o operador 
2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ

yx zS S S S= + +  é proporcional 

à identidade.





Capítulo 8

Informação Quântica

8.1 – Introdução

A partir das últimas décadas do século XX, os aspectos 
mais intrigantes da mecânica quântica começaram 
a ser explorados experimentalmente de forma mais 

direta. Ao mesmo tempo, a visão que a comunidade dos cien-
tistas tinha desses aspectos também foi mudando. 

O emaranhamento quântico, por exemplo, que pare-

cia completamente absurdo para Einstein, passou a ser visto 

não só como um enigma a ser decifrado, mas também como 

uma ferramenta a ser utilizada, ou um recurso a ser explorado 

para o desenvolvimento de novas tecnologias em processos 

de computação e criptografia, por exemplo.

Também a questão da transição do mundo quântico 

para o mundo clássico, que foi ilustrada de forma dramática 

pelo próprio Schrödinger, tem sido gradualmente elucidada, 

principalmente depois do desenvolvimento da teoria da 

decoerência.

Neste último Capítulo, apresentamos, de forma bas-

tante breve e introdutória, uma introdução desses temas 
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mais contemporâneos. Ao final, discutimos também algu-

mas das diferentes interpretações da mecânica quântica que 

foram desenvolvidas ao longo do tempo.

8.2 – Matriz Densidade

Até agora fizemos a suposição implícita de que sem-

pre sabemos qual é o estado quântico do sistema que temos 

em mãos. Ou seja, ainda que não soubéssemos qual seria 

o resultado de uma medida física qualquer, sabíamos pelo 

menos prever com precisão as probabilidades dos possíveis 

resultados, com base no nosso conhecimento de | Ψ〉 .

Será possível elaborar a teoria de modo a acomodar 

uma possível ignorância a respeito do próprio | Ψ〉 ? Se eu não 

tiver certeza se o estado do meu objeto quântico é 1| Ψ 〉  ou 

2| Ψ 〉 , o que devo fazer?

Alguém poderia sugerir o seguinte: “se você acha que 

há 20% de chance de o estado ser 1| Ψ 〉  e 80% de chance de ele 

ser 2| Ψ 〉 , então use o estado 1 20. 82 | |0.Ψ 〉 + Ψ 〉 .” Essa opção 

não é satisfatória, pois ao fazer isso estaríamos associando 

ao sistema um estado quântico bem definido, que não é nem 

1| Ψ 〉  e nem 2| Ψ 〉 . O que queremos é uma descrição em que o 

estado tem 20% de chance de ser exatamente 1| Ψ 〉  e 80% de 

chance de ser exatamente 2| Ψ 〉 .

Para responder a essa pergunta, vamos introduzir o 

conceito de matriz densidade: dado um estado | Ψ〉 , a matriz 

densidade associada a ele é | |ρ = Ψ〉〈Ψ . A matriz densidade é 

um operador, que atua sobre estados produzindo novos esta-

dos. A ação de ρ  sobre um estado qualquer |Φ〉  é da forma

| | | | |ρ Φ〉 = Ψ〉〈Ψ Φ〉 = 〈Ψ Φ〉 Ψ〉 . (8.1)

Em termos dessa matriz, podemos escrever o módulo 

do produto escalar entre dois vetores como sendo 

2| | | || ρ〈Ψ Φ〉 = 〈Φ Φ〉 . (8.2)
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Digamos que temos uma base para o espaço de estados 

do sistema que é o conjunto dos estados | nφ 〉  com n=1,2,... Se 

esse conjunto de estados forma uma base ortonormal, então 

deve satisfazer as condições de ortonormalidade, | nm nmφ φ δ〈 〉 = ,  

e de completeza, 
| | 1n n

n

φ φ〉〈 =∑ . Nessa base, o traço de um ope-

rador A é, por definição, a soma dos valores médios, ou seja, 

Tr | |n n
n

A Aφ φ= 〈 〉∑ . (8.3)

O valor esperado de um observável está associado a um 

determinado traço, por meio da relação [ ]| | Tr | |A A〈Ψ Ψ〉 = Ψ〉〈Ψ .  

Esse resultado pode ser facilmente demonstrado, uma vez 

que

Tr | | | | | | | | | |n n n n n n n n
m

m m m m
m

A A A AΨ 〉〈Ψ = 〈Ψ Ψ 〉〈Ψ Ψ 〉 = 〈Ψ Ψ 〉〈Ψ Ψ 〉 = 〈Ψ Ψ 〉   ∑ ∑

De forma geral, temos a igualdade [ ]| | TrA Aρ〈Ψ Ψ〉 = ,  

onde ρ  é a matriz densidade do estado | Ψ〉 . Assim, o valor 

médio de um observável em um estado pode ser obtido cal-

culando um traço que envolve a matriz densidade do estado. 

Dessa forma, é possível escrever toda a mecânica quântica 

em termos de matrizes densidade em vez de utilizar estados. 

À primeira vista, não ganhamos nada em trocar uma coisa 

pela outra. Na verdade, ganhamos muito, pois agora pode-

mos tratar situações em que não sabemos com certeza qual 

é o estado.

Quando nosso sistema tem 20% de chance de estar no 

estado 1| Ψ 〉  e 80% de chance de estar no estado 2| Ψ 〉 , não 

podemos atribuir a ele nenhum estado definido. Em vez disso, 

o que fazemos é dizer que ele é descrito pela matriz densidade 

1 21 20.2 | 0.8| | |ρ = Ψ 〉〈Ψ + Ψ 〉〈Ψ . Assim, o valor médio de um obser-

vável A será dado por [ ] 1 1 2 2Tr 0.2 | | 0.8 | |A A Aρ = 〈Ψ Ψ 〉 + 〈Ψ Ψ 〉 . 

É fácil obter a matriz densidade associada 

ao estado 1 20. 82 | |0.Ψ 〉 + Ψ 〉 . Cheque o resultado: 

1 1 2 2 1 2 2 10.8 0.16 0.0.2 | | | | | | | |16Ψ 〉〈Ψ + Ψ 〉〈Ψ Ψ 〉〈Ψ Ψ 〉〈Ψ+ + . Observe 

que ela é diferente da matriz escrita no parágrafo anterior 
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e que possui termos cruzados, resultantes de interferência 

entre 1| Ψ 〉  e 2| Ψ 〉 .

8.3 – Emaranhamento Quântico

Quando um sistema possui mais de um objeto quân-

tico, é preciso especificar o estado de todos eles. Vamos con-

siderar, por simplicidade, o caso de dois objetos, digamos 

dois elétrons. Simplificando ao máximo, vamos levar em 

conta apenas os spins. Nessa situação, é fácil ver que há qua-

tro estados essencialmente diferentes: |↑↑〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉 , |↓↓〉 . 

Cada flecha especifica o estado do spin de um dos objetos. 

Esses estados satisfazem as equações de autovalor

1

2
| |zS ↑ 〉 = ↑ 〉



  , 2

2
| |zS ↑〉 = ↑〉



  , 1

2
| |zS ↓ 〉 = − ↓ 〉



  , 2

2
| |zS ↓〉 = − ↓〉



  , (8.4)

onde 1
zS  e 2

zS  denotam os operadores de spin na direção z  

para o primeiro e o segundo spin, respectivamente. O símbolo 
  pode ser substituído tanto por ↑  quanto por ↓ . Vemos que 

cada operador age sobre o seu spin, independentemente do 

valor do outro spin.

O estado mais geral desse sistema será uma combina-

ção qualquer dos estados básicos, 

| | | | |a b c dΨ〉 = ↑↑〉 + ↑↓〉 + ↓↑〉 + ↓↓〉 . (8.5)

É interessante notar que um estado da forma 
| || a bΨ〉 = ↑↑〉 + ↑↓〉  pode ser fatorado, ou seja, podemos 

escrevê-lo como | ( || | )a bΨ〉 =↑〉 ↑〉 + ↓〉 . Assim, o primeiro elé-

tron está com o spin para cima, enquanto o segundo está em 

um estado de superposição de spin para cima com spin para 

baixo. 

Por outro lado, um estado como | || a bΨ〉 = ↑↓〉 + ↓↑〉  

não pode ser fatorado. Ou seja, nesse caso nenhum dos dois 

elétrons tem estado de spin bem definido. O sistema está 

em uma configuração na qual existe uma probabilidade 2| |a  
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de que o primeiro elétron tenha spin para cima e o segundo 

tenha spin para baixo, e uma probabilidade 2| |b  de que o 

primeiro elétron tenha spin para baixo enquanto o segundo 

tenha spin para cima. 

Os dois elétrons do exemplo estão correlacionados. O 

estado de um deles depende do estado do outro. Isso é cha-

mado de emaranhamento quântico. É interessante observar que o 

sistema como um todo possui um estado bem definido, mas 

os spins individuais não possuem. Nesse contexto introdu-

zimos as matrizes densidade reduzidas. A matriz densidade 

reduzida 1ρ  é obtida da matriz densidade total somando os 

valores médios sobre todos os estados do segundo spin, e 

vice-versa. Matematicamente, escrevemos

1 2Tr Tρ ρ=  e 2 1Tr Tρ ρ= . (8.6)

Por exemplo, no caso do estado 

1 2 2| | | ( )| | |a b a bΨ〉 = ↑↑〉 + ↑↓〉 =↑〉 ↑〉 + ↓〉 , a matriz densidade total 

é dada por 1 1 2 2 2 2| | ( | | )( | | )a b a bρ =↑〉 〈↑ ↑〉 + ↓〉 〈↑ + 〈↓ . O traço parcial 

sobre o spin 2 fornece a matriz densidade reduzida do spin 1:

Verifique que o traço parcial sobre o spin 1 fornece 
a seguinte matriz densidade reduzida do spin 2:

2 2 2 21 1 1 21| | | | ( | | )( | | )a b a bρ ρ ρ+= 〈↑ ↑〉 〈↓ ↓〉 ↑〉 + ↓〉 〈↑ + 〈↓=  .

2 2 2 2 11 1| | | || |ρ ρ ρ〈↑ ↑〉 〈↓ ↓〉 ↑〉= 〈↑= +  (8.7)

Essas matrizes reduzidas estão apenas nos dizendo 

aquilo que já sabíamos: o estado do primeiro spin é para 

cima, enquanto o segundo está em um estado de superposi-

ção de spin para cima com spin para baixo. 

Suponha o estado | || a bΨ〉 = ↑↓〉 + ↓↑〉 . As matri-

zes densidade reduzidas podem ser escritas como 
2 2

1 | | | || |||a bρ = ↑〉〈↑ + ↓〉〈↓  e 2
2

2| | | || |||a bρ = ↓〉〈↓ + ↑〉〈↑ . Nesse 

exemplo os elétrons estão na situação discutida na seção 
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anterior, ou seja, não possuem estado quântico bem defi-

nido. Precisamos descrevê-los de forma estatística, dizendo 

que têm certas probabilidades de estarem nesse ou naquele 

estado. Isso vale para todos os chamados estados de Bell 

(em homenagem a John Bell, pioneiro no estudo das verifica-

ções experimentais das propriedades estranhas da mecânica 

quântica). São eles: 

1 (| | )
2

|φ+ 〉 = ↑↑〉+ ↓↓〉 , 
1 (| | )
2

|φ− 〉 = ↑↑〉− ↓↓〉 , (8.8)

1 (| | )
2

|ψ+ 〉 = ↑↓〉+ ↓↑〉 , 
1 (| | )
2

|ψ−〉 = ↑↓〉− ↓↑〉  (8.9)

É interessante considerar o efeito que uma medição 

do spin de um dos elétrons tem sobre esse sistema. Vamos 

supor novamente que o estado total seja | || a bΨ〉 = ↑↓〉 + ↓↑〉  e 

vamos tornar a situação mais curiosa supondo que os elé-

trons estão separados por uma grande distância: o elétron 

1 está no laboratório L1 e o elétron 2 está no laboratório L2. 

A princípio, uma medida do spin do elétron 2, realizada em 

L2, tem probabilidade 
2| |a  de obter o resultado “para baixo” 

e 
2| |b  de obter o resultado “para cima”. Entretanto, suponha 

que decidimos medir primeiro o spin do elétron 1. Se essa 

medida, realizada em L1, resultar “para cima”, então o spin 

do elétron 2, que está lá longe em L2, passa automatica-

mente a ser “para baixo”. A experiência de medida do spin do 

elétron 2, que era um processo aleatório em L2, passa a ser 

um processo determinístico. 

A conclusão do parágrafo anterior merece um pará-

grafo novo: medidas sobre o elétron 1, realizadas em L1, 

influenciam decisivamente e instantaneamente os possíveis 

resultados de medidas sobre o elétron 2, realizadas em L2. 

Essa característica extremamente peculiar da mecânica quân-

tica tem intrigado cientistas por décadas. Einstein achava 

que devia haver algo errado com a mecânica quântica, já que 

essa previsão lhe parecia absurda. Devido a um artigo que ele 
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escreveu junto com Podolsky e Rosen, esse fenômeno tam-

bém é conhecido como paradoxo EPR. 

8.4 – Decoerência 

Depois da discussão anterior, talvez fiquem as pergun-

tas: por que é tão difícil preparar estados quânticos que sejam 

uma superposição? Por que não vemos efeitos de interferên-

cia cotidianamente? Não estamos rodeados de objetos quân-

ticos o tempo todo? Afinal, por que não vemos as coisas ao 

nosso redor em dois lugares ao mesmo tempo? 

Figura 8-1 – Ilustração da experiência de pensamento 
de Schrödinger. Fonte: Wikipedia.

O próprio Schrödinger formulou essa questão de 

modo dramático. Suponha que um gato está trancado den-

tro de uma caixa. Dentro da caixa está também um frasco de 

veneno ligado a um átomo radioativo. Ao longo de uma hora, 

o átomo pode decair e liberar o veneno, matando o gato, mas 

também pode ser que isso não aconteça. Se as duas possi-

bilidades tiverem igual probabilidade de ocorrência, a fun-

ção de onda final do sistema “gato+átomo” será descrita pela 

combinação linear 

(| vivo, não decaiu | morto,  dec ) /aiu 2〉+ 〉 . (8.10)
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Teríamos então um gato que estaria em um estado de 

superposição: morto e vivo ao mesmo tempo. Schrödinger 

argumenta que tal previsão é ridícula. Estados de superposi-

ção nunca são observados no mundo macroscópico. 

A explicação mais aceita para essa diferença entre 

sistemas quânticos e clássicos enfatiza a questão do iso-

lamento. Um sistema quântico simples, de um único átomo 

ou um único fóton, pode em algumas situações ser consi-

derado perfeitamente isolado, isto é, isento de interações 

com outros objetos. Já um sistema clássico nunca está per-

feitamente isolado. Sempre haverá contato com o ambiente, 

como a atmosfera, ou luz incidindo sobre ele, ou ondas de 

rádio, entre outros inúmeros efeitos. A interação permanente 

com o ambiente induz o que se chama decoerência no sistema 

quântico.

Vejamos de forma simples como isso funciona. 

Digamos que temos um sistema quântico cujos estados 

são |↑〉  e |↓〉 . Esse sistema pode ser, por exemplo, o átomo 

radioativo do experimento mental de Schrödinger, com |↑〉

representando a situação em que o átomo não decaiu e |↓〉
representando a situação em que o átomo decaiu. Esse sis-

tema também pode ser um spin eletrônico que está passando 

por um experimento de Stern-Gerlach.

Nosso sistema de dois níveis interage com um objeto 

macroscópico, um aparelho de medida que vai nos dizer em 

que estado ele está. Esse medidor pode ser, por exemplo, 

um gato. O gato vai nos dizer o estado do átomo radioativo 

permanecendo vivo em um caso e morrendo no outro caso. 

Esse objeto macroscópico também pode ser um anteparo 

luminescente, que vai apresentar um brilho mais acima se 

o elétron tinha spin para cima ou um brilho mais abaixo se 

o elétron tinha spin para baixo. Assim, depois de o sistema 

quântico interagir por algum tempo, bastante curto, com o 

medidor, o sistema composto pelos dois será descrito pelo 

estado quântico ,|,| A B↑ 〉+ ↓ 〉 . Aqui, o valor “A” representa “gato 



Informação Quântica 121  

vivo” ou “brilho acima”, enquanto que o valor “B” representa 

“gato morto” ou “brilho abaixo”.

Até aqui, não podemos dizer que um experimento de 

medida tenha sido realizado. Ainda não sabemos se o estado 

do sistema quântico é |↑〉  ou |↓〉 . Agora, vamos supor que 

o medidor está em contato com o ambiente. Digamos que 

inicialmente o ambiente está no estado 0|φ 〉 , de modo que o 

estado total é 0|(| , , ) |A B φ↑ 〉+ ↓ 〉 〉 . Digamos também que a evo-

lução conjunta é tal que depois de decorrido algum tempo 

o estado total será , , ||| | A BA Bφ φ↑ 〉 〉+ ↓ 〉 〉 . Ou seja, a situação 

do medidor influencia de alguma maneira o ambiente. Por 

exemplo, um gato vivo é mais quente que um gato morto. 

Vemos que o emaranhamento quântico inicialmente 

presente no sistema quântico foi transferido a um objeto 

macroscópico e daí ao ambiente. É razoável supor que o 

ambiente possui muitos graus de liberdade, muitos átomos, 

muitos fótons etc. Como consequência, qualquer mudança 

sofrida pelo ambiente produz estados ortogonais, | 0A Bφ φ〈 〉 =

. Sabendo disso, podemos calcular a matriz densidade redu-

zida de “sistema quântico + medidor”, ou seja, “átomo + 

gato”. Essa matriz reduzida é obtida fazendo um traço sobre 

os estados do ambiente. O resultado é

, , | , , || |A A B B↑ 〉〈↑ + ↓ 〉〈↓ . (8.11)

 O resultado indica que “sistema quântico + medidor” 

não possui um estado quântico único. Em vez disso, tem 

iguais probabilidades de estar nas situações | , A↑ 〉  ou | , B↓ 〉

. Em outras palavras, o medidor não está em uma superpo-

sição quântica. Em vez disso, o encontraremos em uma de 

duas possibilidades, que correspondem justamente à medi-

ção que ele realizou sobre o sistema quântico. Assim, temos 

50% de chance de que o resultado da medida seja |↑〉 , resul-

tado esse indicado pelo fato de que o medidor está em | A〉

, e 50% de chance de que o resultado da medida seja |↓〉 , 
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resultado esse indicado pelo fato de que o medidor está em 
| B〉 .

Resumindo, a possibilidade de superposições do 

medidor envolvendo | A〉  e | B〉  foi suprimida pela presença 

do ambiente. Objetos quânticos só podem ser preparados em 

estados de superposição quando estão relativamente bem 

isolados do ambiente. Como esse isolamento nunca é per-

feito, sempre existe esse efeito de decoerência para destruir 

estados de superposição. A decoerência é um dos principais 

inimigos que devem ser enfrentados para que se possa pro-

duzir e utilizar estados quânticos emaranhados na prática. 

Existem vários vídeos sobre a experiência de 
pensamento do Gato de Schrödinger no YouTube. 
Assista a “O gato de Schrödinger: Uma experiência 
imaginária de mecânica quântica”, por Chad Orzel 
(https://www.youtube.com/watch?v=UjaAxUO6-Uw). 
Os apreciadores do Minecraft gostarão de ver uma 
experiência caseira com câmara de ionização em Real 
Life Quantum Physics and Minecraft – Testing Schrödinger’s Cat 
(https://www.youtube.com/watch?v=FPKdJpSIUnk).

8.5 – Teleporte quântico
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O emaranhamento é atualmente visto como um 

recurso a ser explorado. Esse fenômeno quântico é a base 

dos recentes esforços para o desenvolvimento da computação 

quântica. Falaremos mais sobre isso a seguir. Uma primeira 

aplicação do emaranhamento é na criação de protocolos de 

teleporte quântico, ou seja, procedimentos para transferir 

informação de um ponto a outro instantaneamente.

A ideia é a seguinte: suponhamos um sujeito, André, 

que possui um objeto quântico em um certo estado. Digamos 

que ele tem um sistema de dois níveis, por exemplo |↑〉  e 
|↓〉 , e que seu estado é dado por | |a b↑〉 + ↓〉 . O próprio André 

não tem como saber qual é o estado que possui, pois não 

pode fazer qualquer medida sobre seu sistema. Ele só tem 

um exemplar, e a realização de uma medida necessariamente 

destruiria o estado, como sabemos. 

Assim, André deseja enviar o estado | Ψ〉 , desco-

nhecido, para um outro objeto quântico, que está com sua 

colega, Bianca. Para poderem realizar esse teleporte, André e 

Bianca precisam primeiro gerar um par emaranhado que seja 

compartilhado. Assim, eles produzem o estado de dois spins
| | | |A B A B+↑〉 ↓〉 ↓〉 ↑〉 , e arranjam para que o spin A fique com 

André enquanto que o spin B fique com Bianca. 

O estado total do sistema de André é 

| (| | | | )( | | )A B A B C Ca bΨ〉 = ↑〉 ↓ +〉 ↓〉 ↑〉 ↑〉 + ↓〉 , onde usamos a letra C 

para distinguir o estado original daquele que foi preparado e 

compartilhado. Acontece que esse estado também pode ser 

escrito usando os estados de Bell referentes ao par de spins 

AC.

Mostre, por manipulação direta, que o estado 
| Ψ〉  anterior também pode ser escrito como

( | | ) ( | | )1 (| | | |( | | ) ( | )
2

|AC B B AC B B AC B B AC B Ba b a b b a b aφ φ ψ ψ+ + −−〉 ↑〉 ↓〉 〉 ↑〉 ↓〉 〉 ↑〉 ↓〉 〉 ↑+ + + −〉+ ↓〉− +

(8.12)
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Se André fizer um experimento de medida sobre os 

spins AC, que discrimina os estados de Bell, obterá uma den-

tre quatro possibilidades, que são |φ+ 〉 , |φ− 〉 , |ψ+ 〉  e |ψ−〉 . O 

importante é que depois dessa medida sua amiga Bianca terá 

em mãos um dentre quatro estados, dependendo do resul-

tado obtido por André. Os estados que podem resultar para 

o sistema de Bianca são, respectivamente,

| |B Ba b+↑〉 ↓〉 , | |B Ba b−↑〉 ↓〉 , | |B Bb a+↑〉 ↓〉 , | |B Bb a−↑〉 ↓〉 . (8.13)

Observe que agora Bianca tem em mãos um estado 

quântico especificado pelos mesmos parâmetros que especi-

ficavam o estado original de André. Assim, a informação con-

tida no estado quântico foi transferida de um ponto a outro, 

instantaneamente, por meio de uma medida efetuada sobre 

um sistema quântico emaranhado.

Depois que André fizer sua medida, ele pega o telefone 

e informa Bianca qual foi o resultado, ou seja, se ele obteve 
|φ+ 〉 , |φ− 〉 , |ψ+ 〉  ou |ψ−〉 . No primeiro caso, ela sabe que seu 

estado é justamente o estado que gostaria. Nos outros casos, 

ela precisa apenas realizar alguma manipulação simples para 

que o estado fique como deveria ser. Repare que o processo 

de teleporte só termina depois do telefonema, ou seja, o pro-

cesso completo não é mais rápido que uma comunicação 

clássica.

8.6 – Computação Quântica

Nos últimos anos tem se falado muito em informa-

ção quântica. A diferença entre esse tipo de informação e a 

informação clássica, tradicional, é que os bits da informação 

clássica assumem apenas dois valores. Antigamente, progra-

mavam-se computadores usando cartões nos quais os bits 

de informação eram representados por presença/ausência 

de furos. Computadores mais modernos utilizam presença/
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ausência de voltagem ou corrente elétrica. Enfim, um bit de 

informação clássica é uma variável que pode ser 0 ou 1.

Em contraste, um sistema quântico de dois níveis pode 

ser colocado em qualquer superposição do tipo 1| 0 |a b〉 + 〉 , 

o que é normalmente chamado de quantum bit ou qubit. Um 

qubit contém, portanto, muito mais informação do que um 

bit, já que é parametrizado por um contínuo de números 

complexos. Entretanto, é importante ressalvar que se for rea-

lizada uma medida sobre o qubit, seu estado sofre colapso 

e a informação sobre os parâmetros a  e b  é perdida. Essa é 

uma diferença importante entre qubits e bits: medidas dire-

tas realizadas sobre qubits destroem a informação.

Existem diversas realizações físicas possíveis para 

qubits. Pode-se usar o spin do elétron, a polarização do fóton, 

o número de fótons em uma cavidade, o número de elétrons, 

spin de um núcleo atômico, os estados excitado e fundamen-

tal de um átomo, o sentido da corrente em um supercondutor 

etc. Todas as diferentes realizações físicas têm suas vanta-

gens e desvantagens. Algumas permitem maior resistência 

à decoerência, outras permitem transmissão mais rápida de 

informação, outras ainda permitem controle mais delicado 

dos estados. Todas estão sendo exploradas.

Acredita-se que o uso de qubits em lugar de bits per-

mitirá a construção de computadores quânticos, que funcionariam 

muito mais rápido do que computadores clássicos, ao menos 

para algumas funções específicas. Como mencionado, diver-

sas realizações físicas têm sido experimentadas para esses 

computadores. Além disso, existem propostas diferentes 

para o funcionamento deles, como computação por medidas, 

computação adiabática, computação topológica etc.

Um caso muito estudado é o de fatoração de núme-

ros inteiros. Todo número inteiro pode ser escrito de maneira 

única como um produto de números primos. Entretanto, achar 

os fatores primos de um número grande não é uma tarefa 

simples. De fato, a dificuldade do processo de fatoração está 
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na base do protocolo RSA de criptografia, usado em transmis-

sões seguras de dados. Existe um algoritmo baseado no uso 

de qubits, chamado algoritmo de Shor, que é capaz de fatorar 

números muito mais rapidamente que qualquer computador 

clássico. A implementação experimental dessas ideias ainda 

está começando. Em 2012, um sistema de fótons foi usado 

para rodar o algoritmo de Shor e fatorar o número 21=3x7. 

O resultado foi descrito no artigo “Experimental realization 

of Shor’s quantum factoring algorithm using qubit recycling”, 

publicado em Nature Photonics 6, 773–776 (2012). 

Um dos principais problemas na criação de um computa-

dor quântico é a questão da escalabilidade. Uma coisa é mani-

pular algumas dezenas de qubits, outra coisa é implementar um 

processador com milhões deles. Sistemas grandes se tornam 

mais suscetíveis a sofrerem efeitos de decoerência. Atualmente, 

esses efeitos são minimizados realizando os experimentos a 

temperaturas extremamente baixas, mas isso não é prático. 

Um outro problema é a fidelidade na manipulação de estados 

quânticos. Para colocar um sistema em um estado quântico 

determinado é preciso interagir com ele de acordo com uma 

Hamiltoniana específica, durante um tempo específico. 

Leia o artigo de Luis Davidovich, “Informação 
Quântica: do teletransporte ao computador quântico”, 
Ciência Hoje, vol. 35, n. 206, p. 28. Disponível em: 
<http://www.if.ufrj.br/~ldavid/arquivos/fronteir.pdf>. 
Outros artigos sobre temas relacionados podem ser 
encontrados em sua página pessoal 

Uma abordagem mais completa dos conceitos aqui 
tratados pode ser encontrada no artigo “Teoria 
quântica da informação: impossibilidade de cópia, 
entrelaçamento e teletransporte” de José Roberto 
Castilho Piqueira, em Rev. Bras. Ensino Fís., dez. 
2011, vol. 33, n. 4, p.4303. Disponível em: <http://
www.scielo.br/scielo.php?script=sci_arttext&pi
d=S1806-11172011000400003>.
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8.7 – Interpretações da Mecânica Quântica

A mecânica quântica contém um conjunto de regras 

que nos dizem como devemos calcular as probabilidades 

de ocorrência de determinados eventos em determinadas 

situações. Essas regras têm sido confirmadas por inúmeros 

experimentos. Essa teoria também oferece previsões para 

os valores de certas grandezas físicas (fator giromagnético 

do elétron, linhas espectrais do hidrogênio, quantização da 

resistência Hall etc.) que exibem impressionante concordân-

cia com as medidas experimentais. Em suma, do ponto de 

vista dos resultados, não resta nenhuma dúvida de que se trata 

de uma teoria muito eficiente.

Por outro lado, também são inegáveis as dificuldades 

conceituais inerentes a ela. Essas dificuldades costumam ser 

sentidas de forma aguda pelos estudantes que tomam con-

tato com o assunto pela primeira vez, mas não estão restri-

tas a eles. Richard Feynman, ganhador do Prêmio Nobel de 

1965 por suas contribuições ao desenvolvimento da eletrodi-

nâmica quântica, entre outras, considerado um dos maiores 

físicos do século XX, disse certa vez: “Posso dizer com segu-

rança que ninguém entende a mecânica quântica”. De fato, 

existem muitas frases de físicos famosos expressando suas 

dificuldades com a mecânica quântica.

Afinal, qual o problema com a mecânica quântica? Para 

algumas pessoas, não há problema algum. Segundo elas, a 

teoria não passa de um conjunto de regras a serem aplicadas, 

e tudo o que importa é que as previsões feitas estejam de 

acordo com a experiência. Qualquer outra preocupação seria 

esforço inútil. Essa perspectiva costuma ser sintetizada na 

expressão “Cale-se e calcule!”.7 Em seu dia a dia, a maioria 

dos físicos acaba adotando essa visão, mais por inércia do 

que por resultado de alguma reflexão.

7	 Essa orientação tem sido atribuída a Feynman, mas David Mermin não acre-
dita que ele a tenha dado e reinvidica sua autoria (ver Phys. Today, 57(5), p. 
10, 2014). 
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A insatisfação com a mecânica quântica costuma vir 

do fato de que não é simples discernir qual é a visão que 

ela oferece sobre o mundo como ele realmente é. Para falarmos 

de algo concreto, imaginemos um elétron que é descrito por 

uma função de onda ( , )x tΨ . Se quisermos medir a posição 

desse elétron, a teoria prevê que a densidade de probabili-

dade de o resultado ser x  no instante t  é 
2| ( , ) |x tΨ . Essa 

previsão é confirmada experimentalmente quando fazemos 

um conjunto grande de medidas. Mas o que ela significa 

quando medimos um único elétron? 

Onde estava o elétron antes de ele ter sua posição 

medida? Será que a função de onda descreve apenas o nosso 

conhecimento acerca do elétron, ou será que ela possui uma 

realidade objetiva? O que acontece quando um elétron passa 

por uma fenda dupla? O que acontece quando ele é detec-

tado? O que é o colapso da função de onda? Afinal, o que é 

um elétron? Por incrível que possa parecer, questões como 

essas incomodaram os criadores da mecânica quântica e 

continuam incomodando os físicos que se dedicam a elas, 

100 anos depois. 

Apresentamos aqui um apanhado breve de algumas 

das principais interpretações que foram oferecidas para a 

mecânica quântica ao longo dos anos. Não é nossa intenção 

(e nem estaria ao nosso alcance) entrar em todos os detalhes 

dessas interpretações, nem discutir todas elas. Pretendemos 

apenas oferecer uma amostra da variedade de abordagens 

que estão disponíveis a quem se interessar a estudar o 

assunto de forma mais aprofundada.

A estrutura interpretativa mais tradicional para a mecâ-

nica quântica é a chamada interpretação de Copenhagem, ligada 

principalmente ao nome de Niels Bohr. De acordo com essa 

interpretação, os objetos quânticos possuem uma natureza 

dual, exibindo, em algumas circunstâncias, comportamen-

tos corpusculares (notadamente em processos de medi-

ção da posição) e, em outras, comportamento ondulatório 
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(notadamente em sua propagação livre de interações). Assim, 

“onda” e “partícula” seriam propriedades complementares. 

O processo de medida tem papel fundamental nessa 

interpretação, pois é ele que causa o colapso da função de 

onda. Esse processo de medida requer a intervenção de um 

aparelho de medida, que por definição é um objeto clássico. 

Essa visão possui um defeito óbvio: a fronteira entre os mun-

dos “quântico” e “clássico” não pode ser perfeitamente deli-

mitada, já que qualquer aparelho de medida é composto de 

átomos e deve, em princípio, estar também sujeito às leis da 

mecânica quântica.

O próprio Schrödinger tornou essa objeção univer-

salmente conhecida, na forma de seu famoso experimento 

mental com um gato. Se usarmos um gato para “medir” o 

decaimento de átomo radioativo, o próprio gato será levado 

a um estado de superposição quântico. Então alguém preci-

sará medir o estado do gato, mas então esse alguém também 

será levado a um estado de superposição etc. 

Outro ponto central da interpretação de Copenhagem 

é que aparelhos de medida não revelam propriedades pree-

xistentes dos sistemas sendo medidos. Em vez disso, as pro-

priedades medidas são de certa forma produzidas no próprio 

ato da medição. Esse é o colapso da função de onda, um pro-

cesso intrinsecamente aleatório. É sabido que essa natureza 

não realista da visão de Copenhagem incomodava profunda-

mente Einstein (é nesse contexto que ele disse não acreditar 

que Deus jogasse dados).

Einstein de fato acreditava que a mecânica quântica 

que conhecemos não é uma teoria completa. Ele achava que 

deveria ser possível encontrar uma teoria que descrevesse as 

propriedades reais dos sistemas, e que para isso seria necessá-

rio introduzir mais variáveis do que apenas a função de onda. 

Se alguém conhecesse essas variáveis, poderia prever com 

certeza o resultado de uma medida da posição de um elé-

tron, por exemplo, porque essa posição teria uma existência 
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prévia bem definida. Tais variáveis ficaram conhecidas, histo-

ricamente, como variáveis ocultas.

Um grande avanço no entendimento conceitual da 

mecânica quântica veio com os trabalhos de John Bell, na 

década de 1960. 

Para se aprofundar no assunto, veja o verbete online 
sobre o Terema de Bell, em https://en.wikipedia.org/
wiki/Bell%27s_theorem.

Ele conseguiu mostrar que qualquer teoria de variá-

veis ocultas que seja realista e local deverá necessariamente 

fazer previsões que são diferentes das feitas pela mecânica 

quântica. Esse fato é comumente chamado, hoje em dia, de 

teorema de Bell. Como as previsões da mecânica quântica são 

corroboradas pelos experimentos, podemos concluir que tais 

teorias não existem. 

Uma revisão de provas do Teorema de Bell é 
apresentada em Demonstrações do Teorema de Bell 
(Disponível em: <http://www.if.ufrj.br/~carlos/
trablicen/rodrigo/monografiaRodrigoFinal.pdf>).

Em outras palavras, não há como escapar de ao menos 

uma das seguintes conclusões: ou a natureza é de fato não 

realista, ou seja, objetos quânticos não possuem posição (ou 

momento etc.) antes de serem medidos, ou a natureza é de 

fato não local, ou seja, existem influências que atuam instan-

taneamente. Os modernos experimentos nos quais o emara-

nhamento quântico é evidenciado sugerem que a não localidade 

seja de fato uma propriedade da natureza.

Por outro lado, é possível encontrar teorias de variá-

veis ocultas que preservam o realismo, ou seja, teorias nas 

quais o elétron é uma partícula que possui uma posição bem 

definida em todos os instantes de tempo. Ou seja, é possível 
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falar da trajetória de um elétron mesmo quando ele não está 

sendo observado ou medido. A teoria da onda-piloto, também 

chamada de mecânica Bohmiana em homenagem da David 

Bohm, é a mais famosa dessas teorias.

Nessa teoria, o movimento de um elétron é determi-

nado por leis de movimento, diferentes das leis de Newton, 

que dependem da função de onda. Ou seja, a função de onda 

é algo que “guia” o movimento do elétron. Como a função 

de onda continua satisfazendo a equação de Schrödinger, 

essa teoria leva às mesmas previsões da mecânica quântica 

tradicional, sem a necessidade de introduzir a dualidade 

onda-partícula e nem um papel importante ao processo de 

medida. 

No contexto da mecânica Bohmiana, o experimento 

da dupla fenda é explicado da seguinte maneira: os elétrons 

são enviados em direção ao aparato, entretanto, a prepara-

ção desses elétrons possui alguma imprecisão, de modo que 

eles possuem trajetórias ligeiramente diferentes, correspon-

dendo a uma certa função de onda inicial. Cada elétron passa 

por apenas uma das duas fendas, mas a onda-piloto passa 

pelas duas. Do outro lado, a onda piloto desenvolve efeitos 

de interferência e guia o elétron de modo que ele atinja um 

de seus máximos. O próximo elétron também passa por ape-

nas uma das fendas, mas sua trajetória é diferente da do pri-

meiro, e ele pode atingir outro máximo. Assim, o padrão de 

interferência acaba sendo produzido, por partículas que são 

guiadas por ondas.

Outra interpretação que goza de popularidade é a cha-

mada teoria de muitos mundos, que costuma estar associada 

ao nome de Hugh Everett III. De acordo com essa teoria, a 

equação de Schrödinger é sempre válida e não existe colapso 

da função de onda. O que acontece é que existem muitos 

universos existindo em paralelo, e cada resultado possível 

de uma medida quântica acontece em um deles. Ou seja, 

quando medimos o spin de um elétron e obtemos o resultado 
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“para cima”, existe um outro universo em que o mesmo expe-

rimento foi realizado ao mesmo tempo e onde o resultado 

“para baixo” foi obtido. 

Algumas versões da teoria de muitos mundos postu-

lam que a cada medida quântica realizada novos universos 

são criados. Essa ideia pode parecer extravagante, mas não 

pode ser desprovada, uma vez que a teoria não prevê qual-

quer tipo de “interação” entre os muitos universos que possa 

levar um deles a detectar a presença de outro.

Como já dissemos, não existe consenso entre os físicos 

sobre qual a melhor interpretação para o formalismo mate-

mático da mecânica quântica. A maioria deles não se preo-

cupa com o problema, contentando-se em usar as regras para 

calcular resultados, fazer previsões e desenvolver aplicações. 

Dentre aqueles que se dedicam ativamente aos chamados 

fundamentos da teoria, praticamente todas as interpretações 

encontram acolhida. 

Essa variedade de possibilidades se deve justamente 

ao fato de que se trata apenas de interpretação, ou seja, todas 

elas fazem as mesmas previsões para os dados experimentais, 

de modo que cada um fica livre para escolher a sua com base 

em critérios subjetivos. Entretanto, os experimentos têm se 

aperfeiçoado a cada dia. Hoje já é possível manipular átomos 

e fótons individualmente, o que não era o caso na época em 

que a teoria foi criada. Talvez a contínua sofisticação das téc-

nicas experimentais acabe levando a uma situação em que 

se possa discriminar as diferentes possibilidades com base 

em testes objetivos. Para isso, também é necessário que as 

teorias sejam levadas às últimas consequências, a fim de que 

eventualmente acabem chegando a incompatibilidades estre 

si que possam ser resolvidas. Esse é um processo que ainda 

está em curso. 
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Para uma discussão elementar das várias 
interpretações da Mecânica Quântica, leia o artigo do 
filósofo Osvaldo Frota Pessoa Jr. em Ciência Hoje, vol. 
42, n. 250 p. 32, 2008. (Disponível em: <http://www.
fflch.usp.br/df/opessoa/CH250-artigo-interpretacoes-
da-MQ-final-completo-pdf.pdf>)

8.8 - Exercícios

1. Seja o estado emaranhado || |Ψ〉 =↑↑〉+ ↓↓〉 . Esse estado 

está normalizado? Mostre que ele não é autoestado do 

operador ˆ
zS  de uma das partículas. 

2. Mostre que o estado do problema anterior é equivalente 

ao estado emaranhado na direção x, || |Φ〉 =→→〉+ ←←〉 . 

Ou seja, observadores medindo cada um dos spins obser-

varão sempre correlação perfeita em seus resultados se os 

detetores estiverem alinhados.
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