Prova Teorica G ]-' ]-

Pedras Saltitantes (12 pontos) !

Al Escreva uma expressao para a drea submersa Si, da pedra em fungao de z,1[, 6. 0,5pt

Solugao A.1 (0.5 pt)
Dadas aproximagoes no texto, a area S;,, consiste em um retangulo com um lado sendo [, e o outro lado é

obtivel por trigonometria como |z|/sinf. Com isso, S;,, = Slif!g. Note a importancia do médulo ja que z é
negativo.
A.2 Escreva a aceleragao vertical e horizontal da massa ax e az respectivamente. 0,5pt

Solugao A.2 (0.5 pt)
Para as equagoes de movimento precisamos decompor a forga descrita pela equacgao 1 no eixo horizontal e
vertical. Por trigonometria simples, considerando o angulo 6 temos:

1
F, = —EpVQSim(Cl sinf + Cj cos ) (1)
1, .
F, = +§pV Sim (Cycos — Cysinf) (2)
Dessa forma, temos para a aceleragao em x:
Fo 1 y2g, (Crsind + Cy cos6) (3)
= = ——— im S11N 3
a i 527" 1S ¢ COS
Em z também devemos lembrar da forga peso, assim temos:
a, = — —l-&—— +LV25~ (Cicos — Cysinb) (4)
z = g M = —g 2MP im 1 f
A.3 Considerando as aproximagoes descritas acima, ache z(t). 1.0pt

Solucao A.3 (1.0 pt)
Dado que V, << V, temos que V2 ~ V2. Dessa forma, usando a expressio para S;, - e lembrando que
z < 0, temos que:

1 z
=—g— —pV?2 5
az = —g — PVl — (5)
Onde denomiminamos C' = (C) cos @ — Cy sin6). Essa equagio ¢ facilmente caracteristica de um MHS com
i
possicdo de equilibrio deslocado para z.q; = — 2%, onde w? = QPI\}[/ZS ilfa'
A partir disso, temos que a solucao para z(t) é da forma z(t) = —% + Asin(wt) + B cos(wt), para duas
constantes A, B determinadas pelas condi¢Ges iniciais.
Incluindo essas condigoes e resolvendo para A, B obtemos:
(0)
g 9 |2
z(t) = —— + — cos(wt) + — sin(wt 6
(1) = =2 + 2 cos(wt) + = sin(wt) (6)
A4 Baseada na discussao acima, escreva a condicao limitante para a profundidade  0,5pt

maxima z.

I Autoria de Thomas Bergamaschi




Prova Teorica G ]-' 2

Solugao A.4 (0.5 pt) Pelo fato que no texto foi discutido que a pedra nao pode se submergir completa-
mente, esperamos que zmax ¢ tal que a pedra fica no limiar. Imediatamente, esperamos que |zpax| = Isiné
por simples trigonometria. Logo a condigdo limitante é que |z| < [sin6.

A5 Encontre a velocidade limitante Vi, para que a pedra faga um pulo na agua. 0,9pt

Solugao A.5 (0,9 pt) Para achar Vi, simplesmente usamos nossa expressao para z(t) e demandamos
que durante toda a oscilacdo |z(t)| < Isin6.
Para fazer isso notamos que podemos escrever a solucdo para z(t) da forma:

z(t) = —% + C cos(wt + ¢) (7)
Para dois valores de C' e ¢. E facil verificar que C' = (%)2 + (%)2, de forma que a profundidade

w? g

)
méxima z atingida ¢é |zmax| = (=% - C) = % (1 +4/1+ (“’Vzm )2>

. . . V0
Dessa forma, na velocidade limite temos que Isinf = |zmax|, € usando que tan g = > resolvemos para
V. obtendo:

4Mg
Cpl2
V> —X 2 (8)
1 — 2tan? fM
13Cpsinf
A.6 Encontre a regiao de valores para 6 para que a pedra possa fazer um salto na agua. 0,5pt

Solugao A.6 (0.5 pt) Para achar o angulo 6 limitante, precisa se apenas observar a equagio para a condigdo
limitante de V, e notar que se sin# for pequeno o denominador da velocidade minima vira complexo, nao
fazendo sentido fisico. Dessa forma, o angulo limitante é 8- onde:

2tan? M
13Cp

Para angulos 8 menor que esse limite o fenémeno nao ocorre.

(9)

sin 90 =

B.1 Considerando dissipagdo, escreva a relagao entre V), V., e o trabalho dissipado W. 0,5pt

Solugao B.1 (0.5 pt)
Essa relacao é imediata e temos simplesmente:
MVE  MVP
2 2

W (10)

B.2 Ache W em funcéo de V,, o valor medio da forga em z (F,(t)) durante a colisdo, e ~ 0,6pt
o tempo da colisao ..
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Solucao B.2 (0.6 pt)

Assumindo uma velocidade V' e forga F' constante(em diregoes opostas) agindo por um tempo At, terfamos
um trabalho dissipado W = —F(V At). Para o caso de uma forga nio constante terfamos algo similar, da
forma W = —(F, (1)) Vateol-

B.3 Usando os resultados da parte A, escreva uma expressao para o tempo de colisao  0,5pt
teol-

Solucao B.3 (0.5 pt)
Na Parte A, esperamos o tempo de colisdo ser o tempo para que a pedra retorne para z = 0. Logo,

esperamos que ¢t = 27”
B4 Novamente voltando para a parte A, ache uma relacao familiar entre F, e F,, similar ~ 0.5pt
a forca de atrito comum, da forma F,, = uF,, e encontre y em funcao de constantes
do sistema.

Solucao B.4 (0.5 pt)
Observando as equagoes para Fj, F,, temos a relagao que:

~ , Cysinf + Cycost (1)
B ZCICOSH—CfSine

_ C;sinf+Cycosf
H= Crcos—Cysin”

Fy

Logo temos um “coeficiente de atrito”

B.5 Obtenha (F,(t)) e consequentemente (Fy(t)). 1.0pt

Solucgao B.5 (1.0 pt)
Para (F,(t)), considere inserir nossa equagao para z(t) dentro da expressao de F,. Dessa forma, temos que:
B pV2IC
~ 2sind

B pV2IC

F, =
*) 2sin 6

|2(1)]

( I 4 C cos(wt + ¢>)> (12)

w2
Onde notamos que z(t) é sempre negativo no intervalo considerado. Agora, ao tirar a média da quantia
acima, notamos que a média de cos(wt + ¢) sobre um periodo vai dar sempre 0, ficando com apenas:

pV2C g
F.(t) = =M 13
(F(t) = 225 = g (13)
Dessa forma, (F,(t)) = Mgu.
B.6 Com base nos items anteriores, escreva V, em funcdo de V,, e constantes basicas do 1.0pt

sistema. Também escreva uma expressao para a velocidade minima da pedra para
ela sequer saltar na agua.

Solucao B.6 (1.0 pt)
Combinando os resultados acima, temos que V, = /V.2 — 2guk, onde k = Vyteo = 27,4/ wéiilﬂ. Imediata-
mente extraimos uma velocidade minima de V,; > /2guk.
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B.7 Com base nos valores de constantes fornecidas acima, calcule a velocidade minima  0.5pt
para a pedra fazer um salto na dgua. Novamente usando essas constantes, escreva
qual das duas condigoes para a velocidade é mais limitante que a outra.

Solucao B.7 (0.5 pt)

Usando os valores de constantes, obtemos para a velocidade minima da parte A V, > 1.1m/s, enquanto
pela condigdo da parte B temos V,, > 1.9m/s, logo a velocidade minima deve ser a mais rigida das duas,
assim sendo a segunda condicao.

C.1 Assumindo uma velocidade inicial de VI(O), escreva uma expressao para Vm(n), a 1,0pt
velocidade depois da n-ésima colisao.

Solugao C.1 (1.0 pt)
Dado que V2 — V.2 = —2gul, esperamos que depois da n-ésima colisio:

VM =\ (V)2 — 2gpkn (14)

Apés resolver uma recursao simples.

C.2 Escreva uma expressao para o numero total de colisdes Nco. 1,0pt

Solugao C.2 (1.0 pt)
Olhando para a equagao para a velocidade em funcao do nimero de colisoes, esperamos que vai ter No)
(V{9)?

colisoes, onde N, = TR

C.3 Sabendo que o recorde mundial para o nimero de saltos é Np,.x = 88, e utilizando  0.5pt

. . C 0 .
as constantes dadas na parte B, estime a velocidade inicial Vz( ) ho eixo x para
atingir este niimero de saltos.

Solucgao C.3 (0.5 pt)

(0)\2
Usando os dados nimericos, temos (‘g“; M) =~ 88. Logo esperamos Vw(o) ~ 18m/s.

C4 Encontre a distancia percorrida horizontalmente pela pedra entre a n-ésima e n+ 1- 1,0pt
ésima colisdo AX (n), e esboge este grafico.

Solugao C.4 (1,0 pt)

. . ,1s . . 0 .
Entre succesivos saltos teremos um movimento parabédlico da pedra, com velocidade vertical Vz( ), e hori-

zontal Vm(n). Logo:
(0)[y,(n) —
Cco.

_ OV
Onde AXy =2 7 .
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Duplo oscilador (9 pontos)!

Al Sabendo que a carga elétrica armazenada no capacitor do circuito LC pode ser re- 1,0pt
presentada por uma fungao harmoénica Q(t) = A cos(wt + ¢), determine a frequéncia
angular w de oscilagao em termos de L e C.

Solugao A.1 (1,0 pt)
S1: A resposta pode ser obtida por andlise dimensional. Veja:

LI? , (2.2
Un === = L] = H = J/A =

CcVv? 5  kg.m?
Ue—Ti[C]—F—J/V— 02

Por inspecao direta, verificamos que

[LC] = 5.

Como w tem dimensdo de s~ ! e depende apenas de L e C, segue, portanto que

W= — (1)

S2: Usando a defini¢do de capacitancia, a tensao elétrica no capacitor vale V. = Q(t)/C. Pela lei de Lengz,
a tensao no indutor é relacionada & variagao de fluxo magnético da seguinte forma:
_déw __ dil)

Vi=—=g = dt

Em que usamos a definicao de auto-indutancia ¢p; = Li. Assim, a continuidade da tensao elétrica exige
que:
di(t) Q(t)
Vi+Veo=-L——+—==0
L+ Ve ar + C
Usando que i’ (t) = Aw? cos (wt + ¢), em que o sinal de menos é por conta da polaridade correta do capacitor,
temos a resposta esperada:

w =

1
v LC

L Autoria de Vinicius Névoa
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Jodo Pessoa

B.1 Determine o periodo de oscilagao T' desse circuito. Deixe sua resposta em termos  1,25pt
de L1 e C.

Solugao B.1 (1,25 pt) O periodo de um oscilador LC simples é dado por

1
w0:7:>T0:27rvLC.
vLC
O periodo do oscilador duplo é composto de duas partes: uma semi-oscilagao do circuito L;C' e uma semi-
oscilagao do circuito LoC. Na primeira fase, a corrente passa somente pelo indutor L; e o diodo de Ly estd
fechado. Na segunda parte a situagao se inverte.
Dessa maneira, o periodo do oscilador duplo é dado por

T:ﬂ(m+ LQC) :377\/L170.

B.2 Esboce o grifico da carga Q(¢) armazenada no capacitor em funcao do tempo, 1,25pt
destacando quantidades relevantes.

Solugao B.2 (1,25 pt) O periodo de um oscilador LC é dado pela expressao

T = 27T\/ LlC

Como o periodo do oscilador duplor é composto de dois semiperiodos de osciladores LC diferentes, segue
que a curva Q(t) é obtida combinando dois ramos de senoide repetidos periodicamente. Uma de duragao

t1 = m/L1C e o outro de duracgao to = v/ LoC = 2w/ L,C.
1.0-

o
W

Q(t)/Qo

[ e

—-0.5-
—10 C { ] 1
t, bttty 2 4ty
t(s)
B.3 Esboce o gréfico da corrente I(t) que passa pelo indutor em fungdo do tempo, 1,0pt

destacando quantidades relevantes. Escreva a fungao correspondente a esse grafico.
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Solugao B.3 (1,0 pt)

Como o periodo do oscilador duplor é composto de dois semiperiodos de osciladores LC diferentes, segue
que a curva I(t) é obtida combinando dois ramos de senoide repetidos periodicamente, além de um reajuste
da amplitude, que agora vale Qyw, e portanto é diferente em cada meio-ciclo.

B0) = s (thlC>

1t) = s (@20)

LoF | |
1 1 ]
1 1 1
0.5-| | |
| 1 1
: 1 ]
T 0.0- .
~ | | 1
: : :
—05 | |
| 1 1
1 | |
-1.0H : : i i
0 ty, t1+1 21‘.1 + 12

t(s)

B.4 O circuito descrito apresenta algum tipo de perda? Se sim, aponte em que elemento  0,5pt
do circuito acontece a perda.

Solugao B.4 (0,5 pt)
Nao, nao ocorre dissipagao de energia no diodo uma vez que este ¢é ideal.

C.1 Faga um esbogo do comportamento do circuito em um diagrama carga Q(¢) em  2,0pt
funcao do tempo. Considere a mesma condi¢do inicial anterior (carga inicial Qg e
corrente inicial nula) e um intervalo de tempo entre 0 e 27". Indique o valor final da
carga do capacitor, Q(27"), no seu esbogo.
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Solugao C.1 (2,0 pt) A tensao inicial do capacitor é dada por V5 = Qo/C. Quando o capacitor era ideal,
a corrente se tornava nula quando a tensdo assumia o valor de V) = —Qo/C de qual forma que a oscilagao
se manteria de forma segundo o modelo.
Quando o termo V; é incluido, a corrente se anula quando Vy = V, — Qo/C, reduzindo a amplitude de
oscilagdo. A cada periodo de oscilagao (semiciclos esquerdo e direito) a amplitude de oscilagao de tenséo
reduz-se em 2V}, e, consequentemente, a amplitude de oscilagao de carga reduz-se em 2CV,.
O esbogo da curva Q(t) nessas condigoes é dado pela figura a seguir.

1.0-

o
un

Q(t)/Qo

I
=
o

|
|
|
I
|
|
I
I
|
I
I
]
|
I
|
|
|
I
|
T

|
o
u
] ——————

T+t, 2T
t(s)
E, finalmente, a carga final solicitada é dada por

Q(2T) = Qo — 4CVj.

C.2 Supondo que V, < @Qp/C, estime o tempo para que a energia total armazenada no  2,0pt
circuito caia para metade.
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Solugao C.2 (2,0 pt) Do que vimos anteriormente, temos que ap6s n perfodos T, segue que

@n = Q(nT) = Qo — 2nCVj,. (2)
Na condicao de metade da energia dissipada, segue que
cQ;
2__1
cCQ: 2
2
Qu _ V2

Qo 2

Substituindo a expressao 2, segue que

Qo —2nCV, ﬁ

Qo 2

o~ @0 17@
~acv, 2 |

Finalmente, a estimativa de tempo desejada, é dada por

Atyjy =nT = 3100 (1 — ﬁ) VIAC.

2CV, 2

Isolando n, encontramos
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Detecgao de Mtions (9 pontos)?

Al Estime a distancia tipica percorrida por muons durante um tempo de meia-vida 1,0pt

Ty /2 medido por um observador em solo.

Solugao A.1 (1,0 pt)
A energia cinética do mion Ky > mc? é o suficiente para garantir que o mton viaja com velocidade préxima
a da luz do vacuo c¢. A distancia solicitada pode ser estimado através da multiplicacdo da velocidade da

luz ¢ pelo tempo de meia-vida T3 /5. Veja
D%CTl/Q = 660 m.
Resultados analiticos considerando a energia cinética fornecida devem ser aceitos e levam a esse mesmo

resultado aproximado

Ty ) ~ 660 m.

A.2 Estime a distancia tipica que muons de energia cinética Ky podem percorrer na  1,5pt

atmosfera terrestre.

Solugao A.2 (1,5 pt)
Determinar coeficiente de Lorentz gamma:

E = Ky +mc? = ymc?

Ky Ky
v = 1 + — =~ —s
mc mc

Célculo da velocidade do muon:

1 Ky
v2 mce
1-=
1 2\*
v=c|l-— 5 | =c 1_<mc> .
KO KO

O tempo de meia-vida, ao ser medido por um observador em solo sofre efeitos de dilatacao, tomemos um
tempo médio de vida de um mion no referencial de um observador no solo como

Tll/Q = ’YT1/2-
Estimativa de distancia percorrida por um mton:
D = vT{/Q ~ 9,3 km.

Caso nao seja adotada a aproximagao para vy e v:

D' :le’/2 ~ 10 km.

3 Autoria de Mauricio Pazianotto
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B.1 Com base nas informacoes fornecidas, calcule o fluxo total e a energia cinética média  0,5pt
F4 dos miions produzidos a 12,5 km de altitude.

Solucao B.1 (0,5 pt)

o _ 150%0,95 + 255 1,5+ 200 2 4100+ 3
1 150 + 255 + 200 + 100

=1,74GeV.

B.2 Calcule a energia cinética média Fs dos muons gerados a 12,5 km de altitude e  3,0pt
detectados em solo.

Solugao B.2 (3,0 pt) Para o célculo de Fs, precisamos estimar a fracdo de muons gerados em 12,5 km
que conseguem ser detectados em solo. Essa fracao é dada por

t

f= (;)_’VTU? , (18)

Em que t é o tempo de viagem e v o fator de Lorentz dos mions medidos por um observador em solo.
Como todos os muons considerado viajam praticamente a velocidade da luz, temos que At ~ 41, 7us para
todos os muons considerados.

Para cada energia de muon, precisamos calcular o fator de Lorentz, tempos de meia-vida dilatado 777/, e
respectivo fator de decaimento. Fazendo isso, obtemos a seguinte tabela de valores:

Energia (GeV) | v 1T/ f
0,95 905 19,9 0,23
1,5 14,3 31,5 040
2,0 19,0 41,8 0,50
3,0 28,6 62,9 0,63

Assim, a energia média dos muions detectados em solo deve ser dada por

0,23 %150 % 0,95 + 0,4 255 % 1,5+ 0,5 % 200 * 2 + 0,63 * 100 * 3

=1,92GeV.
0,23 % 150 + 0,4 % 255 + 0, 5 * 200 + 0, 63 * 100 roee

1

Observa-se portanto que os muions de alta energia, devido a efeitos relativisticos, sofrem menos decaimento
que os de menor energia. Segue portanto que a energia média dos muons em solo é superior do que a
calculada em altas altitudes.

C.1 Miions produzidos com 0,95 GeV poderiam ser usados em estudos de estrutura  2,0pt
cristalina de materiais ou da estrutura nuclear? Justifique sua resposta.
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Solugao C.1 (2,0 pt)
Usando a seguinte relacao e resolvendo para o momento, teremos:

E2 :p202 +Eg,

em que p = %\/EQ —FE2 = %\/1 + %, em que, por sua vez, K ¢é a energia cinética e Ej é a energia de
repouso.
Usando a relacao de de Broglie, tem-se:

A= =——— =—118fm

K 2FE0
VIR

Como o comprimento de onda associado aos muons de 0,95 GeV é da ordem da dimensao nuclear, estes
poderiam ser usados em experimentos de fisica nuclear.

h h
b

C.2 Estime a profundidade que estes miions podem penetrar no solo. Despreze possiveis  1,0pt
dispersoes.

Solugao C.2 (1,0 pt)
Estima-se a taxa perda de energia pelo processo de ioniza¢do do mion (I):

k=1,5g/cm® x 10MeV/g.cm?® = 15MeV/em
A distancia D de penetracdo do mion em solo desconsiderando o decaimento do mion sera:

D = E/k = 200m

Os muons mais energéticos produzidos a 12,5 km de altitude possuem 3 GeV. A distancia percorrida por
estes muons para que metade deles decaiam, usando o item A.2 para muons de 3 GeV, seré:

Caso nao seja adotada a aproximagao para vy e v:

d = Djeey — 12,5 ~ 6,9km

Entretanto, a distancia para que haja um decaimento completo dessa populacao de muons é extremamente
grande. Neste caso, a perda por ionizagao é a mais importante, dessa forma, a distancia de penetragao dos
muons com o espectro apresentado é de até 200 m.




