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Prefacio

ste texto foi produzido para servir como material base

da disciplina Mecénica Quaéntica (MQ) do polo da

Universidade Federal do Pard do Mestrado Nacional
Profissional em Ensino de Fisica. O publico-alvo desse mes-
trado sdo os professores da educacao basica e o objetivo do
programa € capacitar os profissionais que lecionam Fisica no
ensino fundamental e médio quanto ao domfnio de contet-
dos especificos, bem como uso de recursos tecnoldgicos atu-
ais para aprofundamento das discussdes em sala de aula e
aprendizagem significativa de conceitos.

Especificamente falando da disciplina MQ, o princi-
pal desafio encontrado ao preparar o curso foi equilibrar os
temas abordados entre demonstracbes matematicas e dis-
cussdes conceituais. Nesse sentido, nos deparamos com a
falta de bibliografia basica para utilizar em sala de aula, uma
vez que a maioria dos livros sobre o assunto apresenta um
enfoque matematico muito forte, em detrimento das discus-
sdes conceituais. Paralelamente, boas discussdes conceituais
sdo apresentadas como produto de dissertacdes de mestra-
dos profissionais espalhados pelo Brasil, como por exemplo,
os textos de apoio ao professor de Fisica — editados pelo
Instituto de Fisica da Universidade Federal do Rio Grande do



Sul. Esses materiais adotam, porém, um enfoque muito vol-
tado para o Ensino Médio, sem formalismo matematico.

Buscamos, assim, um meio-termo entre os dois tipos
de material e acabamos por optar em produzir um material
préprio, que objetivou equilibrar estes dois aspectos na dis-
ciplina: para as partes do texto que envolvem célculos mais
elaborados, o curso propde exercicios que fazem com que o
aluno estude o contetdo individual e progressivamente, em
atividade extraclasse, seguindo seu préprio ritmo de enten-
dimento. E reservado & aula propriamente dita o debate dos
principais pontos observados pelo estudante e suas princi-
pais dificuldades. Com essa metodologia propomos o estudo
das sec¢des (1.2), (6.1), (6.2) e (6.3).

O texto foi organizado em trés unidades. Na Unidade I
sdo apresentadas as discussdes do inicio do século passado
que motivaram o surgimento da Mecanica Quantica. Optamos
por trabalhar fendmenos que sdo cobrados na grade curricu-
lar do ensino médio, opcdo esta discutida em sala de aula
com os professores-alunos do mestrado. O objetivo desta
unidade foi de apresentar as dificuldades que a fisica clas-
sica encontrou para explicar o comportamento da natureza
na escala atdbmica e quais hipdteses foram assumidas para
explicar essas dificuldades.

Dando continuidade, a Unidade Il tem como objetivo
apresentar a formulacdo matematica da Mecanica Quéntica.
Assim, a importancia do entendimento de espacos vetoriais
é abordada seguindo a proposta de Carlos Aguiar (2015).
Nocdes de espaco vetorial sdo discutidas a seguir, e os postu-
lados da MQ sédo desenvolvidos. A entidade fundamental a ser
explorada é a funcédo de onda, e a partir dela é feita a analise
grafica da funcdo densidade de probabilidade. Damos aten-
cdo especial a construcdo dos orbitais no &tomo de hidrogé-
nio, buscando fazer daf a transposicdo didatica para o ensino
médio. O enfoque das discussdes ndo foi buscar analogias
classicas, e sim apresentar os fundamentos dessa nova teoria,



em que a “realidade” fisica se manifesta de forma altamente
ndo intuitiva (entendendo que a intuicdo do estudante nesse
momento é basicamente classica). No decorrer do trabalho
sempre sdo comparadas as visdes cldssicas e quéanticas dos
fendmenos, buscando formar no estudante uma nova intui-
cao sobre a natureza quantica.

Ainda nessa unidade s&do discutidas outras aplicacdes
como a particula livre, o oscilador harmdnico e o efeito de
tunelamento. Ndo existe a preocupacdo de resolver siste-
maticamente todos os exemplos de potenciais usualmente
estudados em um curso na drea. Ao invés disso, o estudante
é instigado a testar as diferentes funcdes de onda na equa-
cdo de Schrodinger, de forma a se convencer que elas estdo
corretas e a partir daf é discutida a interpretacao fisica das
diferentes probabilidades resultantes.

Finalizando o texto, na Unidade III, aplicagdes tecno-
l6gicas sdo apresentadas: comecamos pelo estudo do experi-
mento de Stern-Gerlach e do spin do elétron no Capitulo 10,
para entdo discutir o paradoxo EPR e apresentar uma intro-
ducdo a computacdo quantica.

Muitas pessoas contribuiram, direta ou indiretamente,
para este trabalho, as quais nesse momento manifesto meus
sinceros agradecimentos. Aos meus colegas da Universidade
Federal do Paréa, aqui representados pelos professores Jodo
Furtado, Danilo Alves, Rubens Silva, Maria Lucia Costa e
Fatima Baralina que me apoiaram nesse projeto e, de uma
forma ou de outra, contribufram para sua realizacdo, com
discussdo de temas relevantes, incentivo e apoio institucio-
nal. Muito importante também foram as excelentes questdes
levantadas pelos alunos da disciplina Mecanica Quantica do
MNPEF dos anos de 2014 e 2016, que culminaram em discus-
sdes que muito enriqueceram o texto inicial. O incentivo dos
professores Carlos Aguiar e Marta Feijé para que transfor-
masse as minhas notas de aula neste livro foi decisivo nesse
projeto.



Agradeco também a Penn Lee Rodrigues, pelo enorme
trabalho de transcrever o original em latex para word; a Charles
Silva, pela paciente e minuciosa leitura do manuscrito; a
Célia Zeri, pela correcdo gramatical e a Ygor Pard, pelos dese-
nhos das figuras contidas no texto.

Finalmente, eu agradeco aos membros da minha fami-
lia, em particular meu marido Clair e meus filhos Gabriel e
Clara, por sua paciéncia, incentivo e apoio durante o desen-
volvimento deste livro.
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Parte |

O surgimento da
Mecinica Quéntica

esta primeira unidade, iremos revisitar a Fisica

do final do século XIX e inicio do século XX. As

mudancas na sociedade trazidas pela revolucao
industrial influenciaram também novos avancos cientificos.
As industrias comecaram a pressionar governos e institui-
c¢des educacionais a estudarem novas técnicas que pudes-
sem representar maior eficiéncia nas linhas de producdo.
Seguindo esse movimento, surgiu em 1887, em Berlim, o
primeiro instituto nacional de pesquisa, em parte financiado
por industrias, o Physikalisch Technische Reichsanstalt, ambiente
onde boa parte das discussdes, que culminaram com o sur-
gimento da MQ, aconteceram (MEHRA; ECHENBERG, 1982).
I[remos abordar alguns aspectos dessa nova teoria, conforme
eles foram sendo analisados historicamente.

Varios textos foram utilizados como referéncia para a
escrita desta parte. Primeiro, utilizamos em praticamente todo
o texto o livro de Mehra e Echenberg (1982), que apresentam



um trabalho minucioso de pesquisa sobre o desenvolvimento
da MQ com abordagem histérica e conceitos fisicos.

No contexto da radiacdo de corpo negro, Crepeau
(2009) destaca a lei de Stefan-Boltzmann, também com um
enfoque histdrico, centrado em quatro cientistas da época:
Josef Stefan, Ludwig Boltzmann, Wilhelm Wien e Max Planck.
Dougal (1976) ressalta a importancia de John Rayleigh, bem
como de vérios fisicos experimentais como Lummer e Rubens
na descoberta da quantizacdo da energia. Finalmente, Witaker
(1979) reforca o trabalho de Dougal, usando o conceito de
“quase-histéria” na Fisica para entender erros comuns que
aparecem em livros didaticos na apresentacdo da radiacédo
de corpo negro, e Bassalo (1996) mostra como esses erros
podem ser encontrados em alguns desses livros, em particu-
lar quando se estuda a lei de Rayleigh-Jeans.

Sobre o efeito fotoelétrico, citamos os trabalhos de
James (1973), Witaker (1976) e Bassalo (2016). Para o estudo
da evolucdo dos modelos atdmicos, citamos o trabalho de
Pinheiro (2011).

14 MECANICA QUANTICA: um curso para professores da Educacdo Basica



Capitulo 1

A radiacdo térmica e a
discretizagdo da energia

urante todo o século XIX, muitos fisicos estavam

envolvidos no estudo, tanto experimental quanto

tedrico, do espectro da radiacdo emitido por corpos
incandescentes. Varios motivos levaram a esse interesse. Em
particular, a energia elétrica e a gds passaram a garantir a
iluminagdo noturna das grandes cidades europeias. Assim,
um dos desafios cientificos da época era entender o espectro
de radiacdo emitido por corpos incandescentes, em particu-
lar, buscando o material mais eficiente para essa funcao. O
estudo da radiacdo térmica e a explicagdo tedrica dos resulta-
dos experimentais levaram a um impasse que culminou com
a hipdtese de quantizacdo da energia.

Desde o infcio do século, trabalhos experimentais ana-
lisavam a proporcdo entre a poténcia de emissao e a potén-
cia de absorcdo da radiacdo de corpos aquecidos. Buscando
um modelo tedrico para entender esses trabalhos, Kirchhoff
propds, em 1859, o conceito de corpo negro, como sendo um
corpo ideal que absorve toda a radiacdo que incide sobre ele.



Para entender essa definicdo, vamos primeiro utilizar
o fato de que todo corpo a uma temperatura emite radiacdo
térmica. Essa radiacdo vai possuir uma distribuicdo espectral
com um ou mais picos de frequéncia maximos, que vao depen-
der das caracteristicas do corpo. Diferentes corpos emitem
radiacdo com diferentes espectros. A Figura 1.1 apresenta o
espectro da radiacdo emitida pelo Sol conforme chega no topo
da atmosfera (em amarelo) e no nivel do mar (em vermelho).
Observe que nos dois casos o espectro é envelopado por um
espectro ideal (linha continua). Além disso, no caso do nivel
do mar, existem alguns vales com baixa frequéncia de emis-
sd0, que sdo regides com radiacdo com comprimento de onda
na regido das bandas de absorcdo da molécula de agua.

Um corpo negro € um corpo ideal, cujo espectro de
radiacdo depende somente da sua temperatura; em outras
palavras, todos os corpos negros a mesma temperatura T
emitem radiagdo térmica com o mesmo espectro, indepen-
dente de suas caracteristicas individuais. Ainda na Figura
1.1, a radiacdo emitida por um corpo negro ideal é represen-
tada pela linha continua. Portanto, o Sol, assim como outras
estrelas, é um bom exemplo de corpo negro.

Fig.1.1: Espectro de radia¢do solar.

=
n

w

uv : visivel ! Infravermelho

Irradidncia Espectral no
Topo da Atmosfera
Corpo MNegro Ideal

Irradidncia Espectral
ao Nivel do Mar

Irradiancia Espectral [\W’mz,‘nm]

500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500
Comprimento de Onda [nm]

Fonte: http://recursosolar.geodesign.com.br.
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Outros exemplos de corpo negro sdo objetos cobertos
com uma camada de pigmento negro. Em equilibrio termo-
dindmico, a superficie do corpo negro ideal absorve toda a
radiacdo eletromagnética que incide sobre ele, e irradia na
forma de radiacdo térmica na mesma taxa que a absorve. A
seguir apresentaremos alguns resultados anteriores ao tra-
balho de Planck, tanto tedricos quanto experimentais para,
depois, discutir a hipdtese de quantizacdo da energia.

1.1 O estudo da radiagdo de corpo negro no século XIX

Considerando a definicdo de corpo negro proposta por
Kirchhoff, em 1879, Josef Stefan apresentou uma lei empi-
rica, que relacionava a poténcia irradiada por um corpo negro
somente com sua temperatura, portanto ndo dependendo
de outras caracteristicas do corpo. O enunciado por ele pro-
posto foi:

A poténcia total irradiada por unidade de drea super-
ficial de um corpo negro é diretamente proporcional a
quarta poténcia de sua temperatura.

Matematicamente, a lei pode ser escrita como:
P =oT% (1.1)

onde T é a sua temperatura absoluta e ¢ é uma constante
cujo valor ndo foi determinado por Stefan na época. Hoje
ele estd fixado em 5,670367 X 1078kg.s~3.K~1. Para expli-
car teoricamente a lei de Stefan, em 1884 Ludwig Boltzmann
propds unir as ideias de Maxwell sobre fendmenos eletro-
magnéticos, e sua conexao com a radiacdo, com a termodi-
namica, apresentando um estudo tedrico que comprovava a
lei experimental de Stefan.

Desafio 1.1: Busque em artigos publicados em
revistas de ensino de fisica uma maneira de

A radiagdo térmica e a discretiza¢do da energia 17



obter esse resultado experimentalmente.
Apresente um resumo do aparato experimen-
tal encontrado.

Seguindo o método proposto por Boltzmann e a lei de
Stefan, em 1893 Wihelm Wien propds o que hoje conhece-
mos como Lei de Deslocamento de Wien:

O comprimento de onda mdximo irradiado por
um corpo negro é inversamente proporcional a sua
temperatura.

Matematicamente,
AnT = b, (1.2)

onde A € o comprimento de onda onde a radiacdo emitida
pelo corpo negro é maxima, T é a sua temperatura absoluta e
b é a constante de dispersdo de Wien, cujo valor foi calculado
somente anos depois por Lummer e Pringsheim, e hoje vale
2,8977685 x 107*m.K. Além disso, segundo Crepeau (2009)
é também nesse artigo que “o conceito de quantum finito de
energia, frequentemente atribuido a Planck, aparece”.

A Tabela 1.1 apresenta alguns valores de frequéncia
maxima de um corpo negro a diferentes temperaturas, bem
como sua faixa no espectro eletromagnético.

Tabela I.1: Lei de deslocamento de Wien

Lei de Wien
Temperatura (°C) Vi (Hz x 10"%) Cor
20 1,7 infravermelho
500 4,5 vermelho
700 5,7 verde
1000 7,5 Violeta
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A Figura 1.2 esboca o grafico da poténcia irradiada
por um corpo negro como funcdo do comprimento de onda a
diferentes temperaturas.
Fig.1.2: Lei de Wien

12

000 K T=6000K T=3000K

Brilho ——

0 500 1,000 1,500 2,000
Comprimento de onda (nm) ——

Fonte: http://prof2000.pt/

Trés anos depois de apresentar a lei dos deslocamen-
tos, Wien escreveu um novo trabalho, no qual apresentou
uma funcdo que descreveria a densidade de energia da radia-
cao de corpo negro como funcdo do seu comprimento de
onda,

u (A, T)= ar Se~c/UT) | (1.3)

onde a,c eram constantes a serem determinadas. Para obter
esse resultado tedrico, ele utilizou a “hipétese molecular”,
considerando que a radiacdo de corpo negro era emitida por
moléculas que obedeciam a lei de velocidades de Maxwell
(CREPEAU, 2009).

Paralelamente aos estudos tedricos que avancavam
no entendimento do comportamento de corpos aquecidos,
estudos experimentais também se desenvolviam. Em parti-
cular, um grande avanco aconteceu a partir do ano de 1895,

Aradiagdo térmica e a discretizagdo da energia 19



quando Lummer e Wien resgataram uma ideia proposta por
Kirchhoff em 1860 de representar o corpo negro como uma
cavidade com um pequeno furo, por onde a radiacdo esca-
paria. Nos anos seguintes, Lummer persistiu na construgcao
dessa cavidade. Outro cientista que também trabalhou nas
medidas experimentais foi Rubens, desenvolvendo, em 1896,
uma técnica que ficou conhecida como método de raios residuais
(MEHRA, ECHENBERG, 1982).

Com o avango das técnicas experimentais, em 1899
Lummer e Pringshein apresentaram resultados para a radia-
cdo emitida por cavidades com temperaturas entre 800 e 1400
K, pontuando as discrepancias entre os resultados tedricos
de Wien e os dados experimentais. Vale salientar que outros
cientistas ndo encontraram as mesmas inconsisténcias e,
portanto, existia um impasse de quais medidas experimen-
tais estariam corretas.

Chegamos, assim, ao ano de 1900. Em junho desse
ano, o fisico John Rayleigh apresentou um método para cal-
cular a densidade de energia emitida pelo corpo negro como
funcdo da temperatura, associando a radiacdo em equilibrio
com ondas estacionarias com energia média dada pelo teo-
rema de equiparticdo da energia. Esse foi o primeiro artigo
seu sobre o assunto, e nele é esbocada uma dependéncia
polinomial da densidade de energia com a frequéncia da
radiacéo,

Ldu_ tante T v? 1.4
7y = constante T v=. (1.4)

p . 1du , .
onde Vé o volume da cavidade e o, €a densidade de ener-
gia. Note que nesse resultado o valor da constante ainda ndo
estava fixado.

Embora os primeiros interesses cientificos de Max
Planck estivessem ligados ao estudo da Termodindmica, por
volta de 1895, ele comecou a debrucar-se sobre o problema
da radiacdo térmica, apresentando nos proximos anos varios
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artigos sobre o assunto. Em particular, durante o ano de
1900, ele encontrou-se com o fisico experimental Rubens e
na oportunidade os dois discutiram os dados experimentais
existentes. Embora Planck provavelmente conhecesse a abor-
dagem proposta por Rayleigh, seu enfoque no tratamento do
problema era outro. Ele buscava calcular a entropia dos osci-
ladores em equilibrio com a radiacdo interna do corpo negro
(DOUGAL, 1976) e no encontro da Sociedade Alema de Fisica
de novembro de 1900, ele apresentou um estudo especifica-
mente a respeito da derivacdo da Lei de Wien para a radiacédo
emitida por um corpo negro. Para resolver a inconsisténcia
dessa lei com os dados experimentais, Planck propds consi-
derar que cada oscilador contribuiria com uma energia dis-
cretizada. Com essa hipétese, ele chegou em':
ldu 16m*h v3

Vdv ¢33 eh/ksT) — 7’ (1.5)

que reproduz exatamente os resultados experimentais. Na
expressao anterior, A = 2mh e h = 6,62607004 x 1073*m?.kg/s
ficou conhecida como constante de Planck. Além disso,
c =3 x108m/s é a velocidade da luz no vacuo e K, € a cons-
tante de Boltzmann.

Somente cinco anos depois do trabalho de Planck, em
1905, é que Rayleigh apresentou o seu resultado completo
para o célculo, sendo dois meses depois corrigido em um
fator de 8 por Jeans (BASSALO, 1996). O resultado clédssico
por eles obtido é dado por:

1du kgT
—— = 8T —?, (1.6)

que é a lei de Rayleigh-Jeans. Para baixas frequéncias, esse
resultado tedrico é consistente com os dados experimen-
tais. O problema aparece para altas frequéncias, nos quais

o resultado classico explode como uma funcdo quadrética,

1 Nesta secdo apresentamos as principais ideias sobre o assunto. O leitor in-
teressado na demonstracdo matemética deve ler a préxima secdo.
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enquanto os resultados experimentais caem exponencial-
mente (Figura 1.3).

Fig.1.3: Espectro da radiacdo emitida por um corpo negro a temperatura
T. A lei de Rayleigh-Jeans, teoria cléssica, e a Lei de Planck, em ajuste com
os dados experimentais.

teoria classica

experimenta

Fonte: http://www.if ufrgs.br

1.2 O célculo correto

Apresentamos nesta secdo a deducdo matematica dos
resultados discutidos na secdo anterior. O modelo tedrico
para obter a poténcia irradiada pelo corpo negro que iremos
considerar é uma cavidade com um pequeno furo por onde
entra a onda eletromagnética. Internamente, essa onda fica
refletindo e eventualmente é absorvida pelas paredes da cavi-
dade. A superficie da cavidade esta a temperatura T, e emite
radiacdo térmica. Classicamente, considera-se a solucao das
ondas eletromagnéticas dentro de uma caixa clbica de lado
L. Nesse caso, a energia do sistema é dada por (DAS, 2013;
GREINER, 1998):

1 = - 1%4 R . .
ﬂzgf(E2+BZ)dV:—4 Z(P,§+|k|zczQ,§)=Zk:Hk, (1.7)

ma?c?

onde P e Q sdo as coordenadas generalizadas na represen-
tacdo hamiltoniana, ¢ é a velocidade da luz e a é determinada
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pelas equacgdes de Hamilton (GOLDSTEIN, 2014). Além disso,

—

k indexa os modos discretos dentro da caixa e é dado por?:

k==—#, n,,n, ,n,=012,.. (1.8)

A energia descrita é idéntica a de uma colecao de infi-
nitos osciladores harmonicos classicos, cada um deles com
energia continua dada por &, = w;, = |E|c.

Dada a energia do sistema imerso em um banho tér-
mico, os observaveis termodindmicos no sistema mantido a
uma temperatura fixa T sdo obtidos como fun¢des da funcéo
de particdo, ou seja’® (SALINAS, 1997):

Zaas = | |[[ 4P @G eprcreiad], 1)
k

onde definimos g =1/(ksT) € as integrais sdo realizadas
em todos os modos. Temos, portanto, que resolver integrais

gaussianas do tipo:
+ o0
f e—axzz\/f (1.10)
o a

Substituindo esse resultado na equacdo (1.9), chega-

%sﬂ(%) : (1.11)

k

mos a

Exercicio 1.1: Prove o resultado acima, envolvendo o cal-
culo de um niimero infinito de integrais gaussia-
nas, provenientes dos infinitos modos k dentro
da caixa cubica.

2 Os modos discretos correspondem aos diferentes modos de onda estacionéa-
ria para os campos elétrico e magnético dentro da caixa cibica.

3 Em um sistema termodindmico mantido a temperatura constante por meio
de um reservatério, a fun¢do de particdo é a entidade fundamental que car-
rega toda a sua informacao estatistica, sendo por meio dela possivel obter
qualquer observavel termodindmico.
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Conhecendo a funcdo de particdo, podemos obter os
observéveis termodinamicos. Por exemplo, a energia interna
do sistema é dada por

- _9InZ ZkBT_“)O”' (1.12)

Obtemos assim uma energia interna infinita dentro da
cavidade, considerando somente as hipdteses envolvendo
a Fisica Classica! Esse resultado foi tdo surpreendente que
na época ficou conhecido como catéstrofe ultravioleta. Para
entendé-lo melhor, consideramos que o valor infinito é pro-
veniente da soma nos infinitos modos, e reescrevemos a
energia total do sistema como:

U=kgTY, (1) = kT Y, AR,

onde An = AnfAn¥Ank =1, o que no limite de L grande, pode
ser aproximado por uma integral, ou seja:

14
UszTZu) :kBTZAﬁ N ZkBTchﬂk(l), (1.13)
k k
onde utilizamos:
Ak = (21L)3A7. (1.14)

A integral anterior pode ser reescrita em coordenadas
esféricas como:

U = 2k,T fW4mw

(2m)?
VkB szdk ~fdu . (1.15)

Por comparacéo, podemos escrever que a contribuicao
para a energia total, do intervalo du, é dada por:

VkBT

kgT
du = kzdk_87TV—V dv, (1.16)
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onde usamos que wy = k¢ = 2mv. Finalmente, chegamos a

1du kgT

VE: Tl'c—31/, (117)
que ¢ a lei de Rayleigh-Jeans, fornecendo a contribuicdo para
a energia total do sistema, do intervalo com frequéncia entre
ve v+ dv. A Figura 1.3 ilustra o comportamento tedrico pre-
visto por Rayleigh-Jeans e o resultado experimental, eviden-
ciando que a contribuicdo para o valor infinito da energia
total é proveniente dos altos valores de frequéncia, ou baixos

comprimentos de onda (catastrofe ultravioleta).

Néao é possivel saber, com certeza, o que levou Planck
a propor a quantizacdo da energia dos osciladores. Porém,
ele provavelmente deve ter feito o ajuste de curva do resul-
tado experimental da Figura 1.3, observando que para altas
frequéncias, ao invés de uma parabola, a curva se compor-
tava como algo proporcional a:

1
ew —1 '

Na conta que acabamos de apresentar, duas passagens
sdo importantes. A primeira delas, o calculo das infinitas
gaussianas, equacdes (1.9) a (1.11), e a segunda, a hipdtese
de L grande, o que leva a equacédo (1.13). Logicamente, uma
das duas considerac¢des deve ser revista de forma a aparecer
o termo descrito anteriormente... Ora, esse termo lembra o
resultado da soma de uma progressdao geométrica infinita,
com razdo proporcional a uma exponencial. Assim, uma
maneira de obter o ajuste correto é néo realizar as integrais
gaussianas nos modos k e sim realizar uma somatdria. A
hipétese de quantizacdo implica entdo em:

}[clas = Z }[k e Hquan = Z hwknkﬁ ( l. 18)
k k

ou seja, ainda se considera que a energia corresponde a uma
colecdo de infinitos osciladores harmdnicos, porém agora
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por algum motivo desconhecido e altamente inesperado no
contexto da Fisica Classica, esses osciladores sé assumem
valores discretos de energia. Com essa hipétese, a funcéo de
particao torna-se:

w

unan = ZZ z 3_ﬂ2?=1hwknj = 1_[ Z g ~Phwini

n; np ng k ng=0

= [ [a-esren™ (1.19
k

Exercicio 1.2: Utilizando a férmula de soma de pro-
gressdo geométrica, identifique a sua razdo e
prove o resultado descrito anteriormente para a
somatoria.

Antes de continuar, vamos ressaltar o que foi conside-
rado até aqui:

V - - -
j{clas = WZ(PIE + |k|2C2QI%) e :}[quan = zk: hwknk

Zaws =] | f QP > Zyun =] | ie—ﬁ“wk“k> (1.20)
k

k n;=0
Continuando a conta, precisamos agora calcular a
energia interna. Assim,

I Zquan = Zpe I Zje = — o [ d¥leIn(1 — e =), (1.21)

Exercicio 1.3: Partindo da expressdo, encontre a Lei de
Planck

ldu 16mwéh V3
Vdv  ¢3 ePw_—17

(1.22)

que reproduz exatamente os resultados experimentais da
Figura 1.3!
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Exercicio 1.4: Mostre que no limite cléssico (baixas
frequéncias) esse resultado recai na Lei de
Rayleigh-Jeans.

Exercicio 1.5: Prove, partindo da Lei de Planck, a Lei de
Stefan-Boltzmann. Para isso utilize que

(o] x3 7-[4-
f dx = (1.23)
0
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Capitulo 2

O Efeito Fotoelétrico

proposta de discretizacdo da energia para explicar

o espectro de radiacdo emitido pelos corpos incan-

descentes foi utilizada por Einstein em 1905, para
explicar um fendmeno observado por Hertz alguns anos
antes (RICCI; OSTERMANN, 2003; MANGILI, 2012; BASSALO,
2016)* no qual se observava a emissao de elétrons em mate-
riais, geralmente metalicos, ao se incidir radiacdo eletromag-
nética sobre eles.

Varias simulacdes computacionais do efeito podem ser
facilmente encontradas. Duas delas sdo em especial de facil
uso e apropriadas para a discussao deste texto (MONTEIRO;
COLORADO). Algumas observacdes podem ser feitas a res-
peito do experimento:

1. Quanto a existéncia do fendmeno, podemos obser-
var que para cada material (sédio, cobalto etc.)
existe uma frequéncia de corte, abaixo da qual o
fendmeno ndo ocorre. Para o sédio, ela é da ordem

4 O objetivo dessa secdo é discutir em linhas gerais o efeito fotoelétrico.
Detalhes do fendbmeno podem ser encontrados em véarios materiais, desde
livros de Fisica Moderna a materiais de apoio ao professor de ensino médio.



de 5,7 x 10" Hz, para o cobalto, da ordem de 10" Hz
e assim por diante.

2. Aintensidade da luz ndo afeta a existéncia do fend-
meno e sim a quantidade de “particulas” emitidas.

3. Quanto maior a frequéncia, maior a velocidade das
particulas emitidas (como podemos concluir isso
do experimento?). A velocidade das particulas emi-
tidas ndo depende da intensidade da luz incidente
e somente da sua frequéncia.

Esse fendmeno era, na época de sua descoberta,
altamente néo trivial e foi explicado por Einstein em 1905.
Segundo ele, a luz era composta de particulas — os fétons —
que carregavam energia respeitando a relagao:

E = hy, (2.1)

onde v é a frequéncia da luz incidente e h a constante de
Planck. Na interacdo com o material, os fétons sdo trocados
com os elétrons do atomo do metal, arrancando-os desse.
Assim, durante o efeito fotoelétrico, um féton é completa-
mente absorvido pela matéria e sua energia é utilizada para
arrancar um elétron do metal. Quanto maior for a frequéncia
da luz incidente, mais energia é transferida para o elétron e
ele sai com uma velocidade maior. Baixas frequéncias nao
possuem energia suficiente para arrancar o elétron do metal.
A intensidade da luz incidente serve somente para definir a
quantidade de elétrons arrastados.

Desafio 1.2: Pesquise em artigos e revistas e
apresente exemplos de aplicacédo tecnoldgica
do efeito fotoelétrico.

Antes de encerrar essa secdo, vale a pena salientar

que a hipdtese da quantizacdo da energia e da existéncia do
féton ia de encontro aos resultados do século XIX. A teoria

30 MECANICA QUANTICA: um curso para professores da Educacdo Basica



eletromagnética classica havia sido finalizada por Maxwell,
por volta de 1860, e dela o carédter ondulatério da luz surgia
naturalmente. De certa forma, com o advento das equacdes
de Maxwell, uma discussao de séculos sobre a esséncia da
luz encerrava-se. Esse resultado reforcava as conclusdes de
Thomas Young, apresentadas em 1801 para a comunidade
cientifica, em um trabalho no qual ele estudou os padrdes
de interferéncia formados ao passar uma fonte de luz por um
anteparo com uma fenda tnica e depois por outro com duas
fendas.
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Capitulo 3

Os modelos Atémicos

Os primeiros modelos atdbmicos datam aproximada-
mente de 450 a. C., quando os filésofos Demdécrito e Leucipo
propuseram que a matéria era constituida por pequenas par-
ticulas indivisiveis, os atomos, baseados em conceitos filosoé-
ficos (PINHEIRO, 2011).

Essa hipdtese contrastava com a de Platao e Aristételes
que imaginavam que a matéria era continua. O modelo de
matéria continua de Aristételes e Platdo foi utilizado pela
igreja catdlica durante toda a Idade Média e permaneceu
até por volta de 1650 d.C. Nessa época, Pierre Gassendi, um
padre francés que defendia uma atitude empirica com rela-
¢do ao conhecimento, retomou as discussdes do conceito
de atomo. Quase dois séculos depois, em 1808, John Dalton,
baseando-se em experimentos, apresentou a primeira teoria
atdmica cientifica, postulando que

A matéria ordindria é composta de particulas elemen-
tares, chamadas dtomos que sdo permanentes e indi-
visiveis. Os elementos da natureza sdo feitos de tipos
especificos de atomos, caracterizados pela sua massa



e propriedades quimicas. Compostos sdo combinagdes
de dtomos com propriedades fixas.

Com o desenvolvimento das técnicas experimentais,
durante o século XIX, o conceito de atomo indivisivel pro-
posto, na antiguidade por Democrito e Leucipo, e revivido
por Gassendi e Dalton, no renascimento, comegou a perder
o sentido. Em particular, surgia a ideia do elétron como uma
particula subatdmica e, em 1897, Thomson realizou uma
experiéncia para a sua deteccdo. Apds a descoberta do elé-
tron, Thomson postulou o modelo do pudim de passas, no
qual os dtomos constituintes da matéria seriam compostos
por elétrons distribuidos uniformemente em uma “sopa” de
carga positiva, que seria o interior do &tomo.

O modelo de Thomson, porém, ndo conseguia explicar
os resultados encontrados em 1911 por Rutherford. Ao reali-
zar a experiéncia de espalhamento de particulas alfa (ntcleo
do dtomo de hélio, constituido por dois prétons e dois néu-
trons) por laminas de ouro (o dtomo de ouro é constituido
por 79 prétons e 118 néutrons), ele observou que

1. a maioria das particulas alfa atravessava a lamina
de ouro sem sofrer desvio em sua trajetéria;

2. uma parcela pequena das particulas alfa sofria des-
vio leve de sua trajetdria inicial;

3. uma fracdo muito pequena das particulas alfa batia
na lamina e voltava (como se tivesse encontrado
uma parede impenetravel a sua frente!);

Para explicar os resultados apresentados, ele concluiu
que

1. a auséncia de desvio da maioria das particulas alfa
indicava que havia uma grande regido de vazio no
atomo, a eletrosfera:

2. o desvio pequeno de algumas particulas alfa estava
associado ao seu choque com os elétrons do dtomo;
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3. o desvio muito grande de uma parcela muito
pequena das particulas alfa sé poderia ser expli-
cado pelo choque delas com algo de aproximada-
mente 0 mesmo tamanho, que deveria ser o ntcleo
do atomo de ouro positivo.

Com essas conclusdes ele, portanto, postulou que

O dtomo é praticamente um espago vazio, com a maior
parte de sua massa concentrada na regido central, o
nticleo, e com os elétrons orbitando ao redor dele.

Dos dados experimentais, ele também fez uma esti-
mativa do tamanho do nticleo e do atomo, tal que, se o
nicleo do atomo fosse uma bola de pingue-pongue, o &tomo
seria do tamanho de um estadio de futebol. A experiéncia
de Rutherford de fato foi realizada por dois estudantes seus,
Geiger e Marsden. A frase a seguir retrata um pouco do senti-
mento de Rutherford (1938) quando os dois estudantes infor-
maram os resultados encontrados:

“Foi o momento mais extraordinario da minha
vida. Era como se bombardeasse uma folha
de papel com obuses de quarenta milimetros
e alguns deles ricocheteassem de volta.”

Embora o modelo de Rutherford explicasse o espalha-
mento das particulas alfa pela folha de ouro, ele tinha um
problema grave. Sabia-se na época, pelas leis do eletromag-
netismo cléssico de Maxwell, que cargas aceleradas emitem
energia. Assim, um elétron se manteria orbitando ao redor
do ntcleo devido a uma aceleracdo centripeta, o que ocasio-
naria o colapso do elétron e do modelo atémico proposto do
Rutherford!

Para resolver esse impasse, em 1913, Bohr aperfeicoou
o modelo de Rutherford, propondo os seguintes postulados:
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1. na eletrosfera, os elétrons descrevem trajetorias circulares ao
redor do niicleo, nas chamadas camadas ou niveis de energia;
cada nivel de energia possui uma energia bem definida, que
depende somente do tipo de dtomo; nessas camadas, os elé-
trons ndo perdem energia;

2. ao receber a quantidade exata de energia que corresponde a
diferenga entre dois niveis de energia, o elétron pula de uma
camada para outra; para voltar para o estado de energia mais
baixa, o elétron libera este quantum de energia, & = hv;

3. 0 momento angular do elétron ao redor do nticleo é quantizado
(L = nh).

Com esse modelo, Bohr interpretou “quanticamente”
a discretizacdo da energia. O preco a ser pago era o de enten-
der esse estranho comportamento dos elétrons ao redor do
nucleo, que ao invés de estarem livres para orbitarem a qual-
quer distancia deste, e de forma a perder energia devido ao
eletromagnetismo de Maxwell, orbitavam somente em algu-
mas Orbitas especificas, nas quais a energia se conservava!
Novamente a Fisica da época era colocada em cheque, agora
com uma nova mascara!

3.1 Dualidade onda-particula e modelo de de Broglie

Até agora ndo discutimos um aspecto fundamental na
construcdo da Mecénica Quéantica. O estudo da radiacdo de
Corpo negro motivou a interpretacao corpuscular da radiacdo
eletromagnética. Porém, sabia-se que na propagacdo, a radia-
cdo eletromagnética comportava-se como onda, sofrendo por
exemplo, interferéncia e difracdo. Era possivel inclusive obter,
das equacgdes de Maxwell, a equacdo de onda para o campo
eletromagnético, bem como prever a velocidade de propaga-
cdo da luz no vacuo. Novamente, os cientistas da época se
depararam com um comportamento altamente estranho para
a luz, onda e particula ao mesmo tempo!
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Na tentativa de explicar os niveis de energia postu-
lados por Bohr, bem como entender esse comportamento
de onda-particula da radiacdo eletromagnética, em 1924 de
Broglie postulou o seguinte:

A cada particula (elétron, dtomo) estd associada
uma onda de matéria, cuja frequéncia e comprimento
de onda sdo, respectivamente determinados pelas
equagoes:

h
E = hv, A==
p

onde p é o momento linear da particula. A principal conse-
quéncia desse postulado é que a condicdo de quantizacao do
momento angular proposta por Bohr agora passou a ser equi-
valente a uma condicdo de onda estaciondria para a onda de
matéria associada ao elétron. Matematicamente, da hipdtese
de Bohr para a quantizacdo do momento angular,

nh
L =mvr =nh=—
21
o que implica em:
nh nh
2nr = —=—,
p

e usando o postulado de de Broglie:
2nr = ni,

que é a condicdo de onda estacionéria em uma corda fixa em
ambas as bordas.

As hipdteses de de Broglie sobre o comportamento
ondulatério dos elétrons se confirmaram em 1927, quando
Davisson e Germer observaram o padrao de interferéncia em
feixes de elétrons.

A Tabela 1.2 a seguir mostra o quanto as discussoes e
descobertas apresentadas até aqui foram importantes para

Os modelos Atémicos 37



a Fisica e reconhecidas pela comunidade cientifica. Vemos
que de todos os fisicos citados, somente Rutherford ndo foi
laureado com o Prémio Nobel de Fisica. Ele, porém, recebeu
o Prémio Nobel de Quimica em 1908, “por suas investigacdes
sobre a desintegracdo dos elementos e a quimica das subs-
tancias radioativas”.

Tabela [.2: Alguns cientistas laureados com o prémio Nobel de Fisica nas
primeiras décadas do século XX

Prémios Nobel

A
Fisico Descoberta Qo ~
Premiacao
Joseph Thomson descoberta elétron 1906
Wilhelm Wien radiacdo de calor 1911
Max Planck quantlzaggo da 1918
energia

Albert Einstein efeito fotoelétrico 1921
Niels Bohr estrutura dos dtomos 1922
Arthur Compton efeito Compton 1927
Louis de Broglie ondas de elétrons 1929
Davi G . ~ )

avisson e Lieorge difracéo de elétrons 1937
Thomson
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Capitulo 4

Atividades Propostas

1. Atividade Individual extraclasse

Realize a pesquisa proposta no Desafio I.1

2. Atividade individual extraclasse

Resolugdo da secéo (1.2)

Leia atentamente a secdo (1.2) e reproduza individu-
almente cada um dos exercicios propostos nela. O trabalho
deve ser desenvolvido como atividade extraclasse e entregue
ao professor na aula seguinte. O debate dos principais pon-
tos das contas deve acontecer nesta aula.

3. Atividade Individual extraclasse

Realize a pesquisa proposta no Desafio 1.2

4. Plano de aula

Escolha um dos assuntos abordados nesta unidade e
proponha um plano de aula, contendo necessariamente uma



simulacdo computacional. Alguns sites de simulacdo que
podem ser utilizados:

http://objetoseducacionais2.mec.gov.br
https://phet.colorado.edu

entre outros.
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Parte Il

Aspectos formais — Postulados
da Mecinica Quéntica

primeira unidade deste texto apresentou algumas

das principais descobertas do final do século XIX e

infcio do século XX que iam de encontro ao com-
portamento esperado na Fisica conhecida. Pecas de um novo
quebra-cabecas foram surgindo, e a imagem que comecou a
se formar foi a de uma nova teoria, revolucionaria, na qual a
“realidade” macroscépica formulada por Newton e Maxwell,
junto com outros grandes cientistas, ndo encontrava seu
lugar. Entender o comportamento microscépico da maté-
ria significou romper com grandes paradigmas da Fisica
Classica. Veremos, por exemplo, que o determinismo clas-
sico, expresso na capacidade de conhecer com precisdo a tra-
jetéria dos corpos materiais em qualquer instante, desde que
certas condicdes iniciais sejam fornecidas, deixa de valer no
mundo microscdpico. Torna-se necessario rediscutir o con-
ceito de realidade fisica, e defini¢cdes do que é um objeto no
contexto classico e quantico surgem.

Entender MQ significa romper com toda a intui-
cdo classica da natureza atdbmica, e mergulhar em um novo



mundo, desenvolvendo uma nova intuicdo, valida na escala
microscoépica.

Além desse aspecto conceitual da MQ, que é comple-
tamente inesperado e ndo intuitivo ao mundo macroscépico,
o iniciante desse novo formalismo também se depara com
dificuldades de cunho matemético. Enquanto classicamente
a equacao da trajetéria da particula pertence a um espaco
vetorial de dimenséo 3, na MQ a entidade que fornece toda
a informacdo disponivel pertence a um espaco vetorial de
dimensao infinita, o espaco de Hilbert e, portanto, é necessa-
rio dominar essa nova ferramenta matematica para entender
MQ.

O objetivo desta unidade inicial é estudar o formalismo
da MQ. Assim, ela é dividida em cinco capitulos. No primeiro
deles, seguindo a proposta de Carlos Aguiar (2015), apre-
sentaremos a discussdo dos principais aspectos da teoria,
reduzindo as ferramentas matematicas ao minimo possivel.
Dessa forma, buscaremos de um lado explorar os conceitos
e de outro conscientizar o estudante sobre a importancia
de espacos vetoriais na construcido da teoria. Dando conti-
nuidade, no segundo capitulo, apresentaremos um estudo
puramente matematico de espacos vetoriais, para nos trés
capfitulos seguintes apresentar os postulados da MQ e as pri-
meiras aplicacdes desses formulados.
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Capitulo §

A necessidade de um
espa¢o vetorial

mbora os efeitos fotoelétrico e Compton sejam muito

utilizados para justificar a necessidade da interpre-

tacdo corpuscular da luz, desde a segunda década
do século passado ja havia sido pontuado por Beck (1927)
e Schrodinger (1927) que a interpretagdo corpuscular, utili-
zando o conceito de féton, ndo era necesséria para o enten-
dimento desses fendmenos. Apresentaremos, a seguir, um
fendmeno que carrega na sua interpretacao a esséncia da MQ
(AGUIAR, 2015).

5.1 Interferometro de Mach-Zehnder

Iniciaremos a discussdo analisando um aparato experi-
mental proposto em meados da década de 1890 independen-
temente por Zehnder e Mach, conhecido como interferdmetro
de Mach-Zehnder (IMZ) (PESSOA, 2005). Ele originalmente
foi desenvolvido para observar o comportamento ondulatério
de um feixe de luz sob a acdo de uma combinacao especifica
de espelhos semirrefletores e refletores. O interferébmetro é
composto de dois espelhos ideais (E1 e E2) e dois espelhos



semirrefletores (S1 e S2), distribuidos conforme a Figura 5.1.
Um feixe incidente chega ao aparato e sofre as reflexdes. No
regime proposto por Mach e Zehnder, que a partir de agora
chamaremos de regime classico, a intensidade da luz inci-
dente é alta.

Fig.5.1: Interferdmetro de Mach-Zehnder

luz incidente

Considere que a cada reflexdo (tanto no espelho semir-
refletor quanto no refletor) o feixe ganha uma defasagem de
um quarto de comprimento de onda, A/4. Além disso, ao
passar pelo espelho semirrefletor, a amplitude de cada ramo
passa a ser 1/v2 da inicial. Se todos os bracos do interferd-
metro tiverem o mesmo tamanho, é facil demonstrar que no
detector D2 a interferéncia é destrutiva, e nada é detectado,
enquanto que no detector DI a interferéncia é construtiva, e
todo o feixe inicial é detectado. Esse é um exemplo de feno-
meno ondulatério, comprovando esse carater da luz.

Exercicio 11.1: Prove o resultado anterior.

A seguir vamos discutir uma versdo modificada desse
experimento, provavelmente proposta por Einstein (BOHR,
1995 apud PESSOA, 2005), e realizada experimentalmente
somente em 1986 por Grangier, Roger e Aspect (1986). A ideia
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é diminuir a intensidade do feixe a tal ponto que se possa
garantir que sé um féton chegue ao interferémetro por vez
(regime quantico). Inicialmente vamos considerar a situagao
na qual o segundo semiespelho é retirado do aparato experi-
mental Figura 5.2.

Fig.5.2: Interferometro de Mach-Zehnder modificado pela retirada do
segundo semiespelho e com baixa intensidade da luz incidente
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Nesse caso, os detectores nunca disparam ao mesmo
tempo; em outras palavras, o féton ou atinge o detector DI,
ou o detector D2. Além disso, em média, 50% das vezes o
féton chega em DI, e 50% das vezes em D2. Esse compor-
tamento é simples de explicar, ou seja, o féton se comporta
como particula, escolhendo um dos dois caminhos para per-
correr. Esse comportamento corpuscular é corroborado pelo
experimento modificado, no qual um dos caminhos é blo-
queado (recolocamos o segundo semiespelho por motivos
que explicaremos a seguir), conforme Figura 5.3. Com essa
configuracdo, metade dos fétons que chega ao interferéme-
tro é bloqueada, e a outra metade se divide igualmente entre
os dois detectores.
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Fig.5.3: Interferdmetro de Mach-Zehnder com um braco bloqueado
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Se realmente, na situacdo de baixa intensidade da luz,
o féton escolhe um dos dois caminhos para seguir, conforme
indicam esses experimentos, entdo o desbloqueio dos cami-
nhos ndo deveria afetar o experimento e o resultado final
deveria ser a soma dos resultados com os caminhos bloque-
ados, portanto, 50% dos fétons chegando em DI e os outro
50% em D?2.

Em outras palavras, ao escolher um caminho espe-
cifico, o féton “classicamente” ndo teria como saber que o
outro caminho esta bloqueado e, portanto, ndo deveria alte-
rar o seu comportamento nos detectores. Porém, nesse caso,
observamos a repeticdo do padrdo de interferéncia, tipico
de fendbmenos ondulatérios, discutido para o feixe com alta
intensidade! (Figura 5.4). Esse comportamento é completa-
mente inesperado e ndo pode ser explicado dentro do forma-
lismo cléssico.
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Fig.5.4: Interferémetro de Mach-Zehnder no regime quéntico
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5.2 Vetores de Estado

A pergunta que fica da secdo anterior é: afinal de con-
tas, por onde o féton passou em cada um dos experimentos
até chegar ao detector? Nesta secdo apresentaremos uma
forma de explicar o comportamento acima e buscar uma res-
posta, caso ela exista, para essa pergunta, utilizando para
isso vetores em duas dimensdes.

Para interpretar o resultado do experimento no regime
quantico, vamos associar a cada caminho disponivel para o
féton um vetor no plano. Como existem dois caminhos inde-
pendentes, podemos associar ao caminho 1 a diregédo x, que
denotaremos por ¢, e ao caminho 2 a dire¢do y, que denota-
remos por é, (figura 5.5).
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Fig.5.5: Vetores no plano associados a cada um dos caminhos no
interferdbmetro.
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Os dois vetores formam no plano uma base ortogo-
nal e, portanto, qualquer vetor nesse plano pode ser escrito
como uma combinacao linear dos dois vetores da base,

ﬁ=aé1+bé2. (51)

Na decomposicdo anterior, a e b representam as pro-
jecOes do vetor U nas direcdes x e y e sdo, respectivamente,
dadas por v-é, e U-é,.  Em particular, podemos construir
um vetor considerando a = b = 1/4/2, obtendo assim:

1
V2

W=—=(& +8). (5.2)

Faremos agora a seguinte consideracdo: “ao chegar ao
espelho semirrefletor S1 vindo do caminho representado por
é,, 0 estado fisico do féton se altera para o estado represen-
tado por w”. Nao estamos dizendo que o féton, ao chegar
em S1, escolheu um caminho especifico, ja que w contém
informacdo dos dois caminhos disponiveis e, pela constru-
cdo do interferdbmetro, s6 existem dois caminhos permitidos
ao féton, ndo estando disponivel a ele um caminho interme-
diério representado pela combinacdo linear de ¢, e é,. Na ver-
dade, ndo existe uma explicacdo classica para o que significa
o estado W e sua interpretacdo fisica requer uma profunda
discussao das diferentes interpretacdes da MQ. Abordaremos
esse assunto em capitulos posteriores. Assumimos somente
que a interacdo do estado ¢, com um semiespelho S faz
com que esse estado se altere instantaneamente para w.
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Analogamente, vamos considerar que a interacdo do estado
¢, com um semiespelho S, faz com que ele se altere para um
novo estado ¢, dado por:

(—é; + &) (5.3)

Exercicio 11.2: Mostre que os estados w e ¢ sao
ortogonais.

Com essas hipdteses, podemos estudar cada um dos
experimentos discutidos na se¢do anterior.

e Situacdo 1. IMZ modificado, sem o segundo semies-
pelho, no regime quéantico

Nesse caso, o féton incidente sé interage com o

semiespelho S1, alterando seu estado de ¢ para w (Figura

5.2). Além disso, o féton que foi lancado no interferdmetro

tem probabilidades iguais de chegar em DI e D2, podendo

elas ser representadas, respectivamente, por:

1\¢ 1
— % -_)2: —_— = —
pr = (&) = ( ﬁ) > (5.4)
e
o, (11
Pz = (é-w) :(E) :E- (5.5)

e Situacao 2. IMZ no regime quantico

Nesse caso, o féton incidente interage com dois
semiespelhos, S1 e S2. Nos processos de interacdo temos
que

1 A A . . .
6= = (é; + é;) primeiro semiespelho

= % [% (é1+é;) + %(—él + éz)] segundo semiespelho (5.6)
= &,
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Na segunda linha, consideramos que na interacdo
com o semiespelho, o estado ¢, se altera para ¢, ou seja,
¢,= . Vemos assim que o estado final nesse processo € ¢, e,
portanto, o féton com certeza chegard em DI.

Exercicio 11.3: Explique matematicamente a situacdo do
IMZ com um braco bloqueado (Figura 5.3).
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Capitulo 6

Espago de Hilbert

o problema do IMZ explorado no capitulo anterior,

foi necesséario assumir vetores no plano para des-

crever o comportamento do féton. Dois vetores line-
armente independentes foram utilizados para descrever os
dois caminhos possiveis que, classicamente, o féton poderia
percorrer. Veremos a seguir que esses dois vetores no plano
formam um espaco vetorial, de dimensao dois.

Imagine agora uma situacdo hipotética, na qual trés
caminhos sdo, a principio, disponibilizados para o féton.
Nesse caso, sera necessario encontrar trés vetores linear-
mente independentes para representar os trés possiveis
caminhos, e a descricdo desse fendmeno no regime quantico
acontecera num espaco vetorial de dimensao 3.

A situacdo ideal onde o féton é livre para percor-
rer qualquer caminho é uma generalizacdo das situacdes
descritas anteriormente, sendo, nesse caso, necessario um
espaco vetorial de dimenséo infinita para descrever o seu
comportamento.

Nesse capitulo apresentaremos uma revisdo de espa-
cos vetoriais. Embora o capitulo seja puramente matematico,



sem possibilidade trivial de transposicdo didatica para o
ensino médio, ele serd extremamente importante no enten-
dimento dos capitulos seguintes, nos quais o formalismo
da MQ seréd apresentado e exemplos de aplicacdo serdo
discutidos.

6.1 Definicdo de Espago Vetorial

Comecaremos definindo as principais entidades que
constituem um espaco vetorial.

Corpo, vetor e espago vetorial
Um corpo é um conjunto ndo vazio, C, dotado de duas
operacdes, a soma e o produto, e denotadas respectivamente
por: + e -, que satisfazem as seguintes propriedades (ao,p,y €
0):
1. Comutatividade nasoma: a+f =8+«
. Associatividade na soma: a+(B+y)=(a+p)+y

. Elemento neutronasoma a+0 =«

. Elemento inverso na soma (—a): a + (—a) =0

. Associatividade no produto: a-(B-y)=(a-B) -y

2
3
4
5. Comutatividade no produto: a-f ="«
6
7. Elemento neutro no produto (I): a-1=«a
8

. Elemento inverso no produto (a™): a-a™* =1

Exemplos de corpos sdo o conjunto dos ndmeros reais
(R) e dos nimeros complexos (C).

Um espaco vetorial Vsobre um corpo Cé um conjunto
de elementos chamados vetores, v, e dotado de operacgdes de
soma e produto por escalar (um elemento do corpo), levando
dois elementos de V sempre a um terceiro elemento de V
(propriedade de fechamento), satisfazendo as propriedades
de (1) a (4) descritas anteriormente para a soma. Além disso,
o produto por escalar deve satisfazer (a,p € Cu, v € V):
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1. Associatividade no  produto por escalar:
a-(B-u)=(a-p)u

2. 1-u=u,ondel éoelemento neutro no produto em
C

3. Propriedade distributiva: a-(u+v)=a-u+a-v
4. Propriedade distributiva: (@ +p8) - u=a-u+p-u

A seguir listamos alguns exemplos de espacos
vetoriais:

e Vetores no plano

V =R%*={(x,y)|x,y € R}.

Nesse caso, as operacdes de adicdo e produto por
escalar (o € R) sdo definidas, respectivamente, como:

(X1, ¥1) + (2, ¥2) = (X + 5,71 +¥2)  (6.1)

a(xy,y1) = (axqy, ay;)

Exercicio 11.4: Prove que o espaco vetorial descrito ante-
riormente satisfaz todas as propriedades de
espaco vetorial.

Exercicio 11.5: Prove que o conjunto R, com n € N é um
espaco vetorial sobre R com as operagdes usu-
ais de soma e produto por escalar.

e Matrizes:

Considere o conjunto das matrizes reais de ordem
m X n, My, (R) e um elemento A deste conjunto,

all a12 e aln
a a o Qapn
T
Am1 Amz 7 Amn
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Assumindo a soma de matrizes e o produto de matri-
zes por um ndmero real, entdo M (R) é um espaco vetorial
sobre os reais.

Exercicio 11.6: Prove que o espaco vetorial descrito ante-
riormente satisfaz todas as propriedades de
espaco vetorial.

Exercicio 11.7: Prove que o conjunto de todos os polind-
mios de grau < n,

_ 2
P, =ay+ax+ax°+ -+ a,x", a; ER
¢ um espago vetorial sobre os reais.

Combinagio linear entre vetores e vetores
linearmente independentes

Considere vq,V,, ...V, vetores pertencentes a um
espaco vetorial V, e a,,a,, ..., a, escalares pertencentes ao
corpo C. Define-se a combinagdo linear desses vetores, v,
como sendo um novo vetor satisfazendo:

n
U:alvl‘l‘azvz‘l‘"'anvn :z aivi
i=1

Exercicio 11.8: Considere os vetores

v, =2x2—x+3 e v, = —x%+4x -2, (6.4)

pertencentes ao espaco vetorial dos polindmios de grau < 2.
Encontre o, e a, tal que v = 4x? — 2x + 6 seja uma combina-
Gado lineardev ev,.

Um conjunto de vetores v, € dito linearmente indepen-
dente (LI) se
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n

zaiui =0, (6.5)

i=1
s6 for satisfeita para o, = 0. Se encontrarmos um o, # 0, entao
os vetores sdo linearmente dependentes (LD) Por exemplo,
sejam os vetores v; = (1,2) e v, =(0,1) e v3 =(—=1,1) do
espaco R? sobre os reais. Nesse caso,

(0,0) == alvl + azvz + C(3U3 oS (al - ag, 261!1 + az + ag), (66)
e igualando os termos temos:
0!1 - (X3 — 0, 26!1 + 0(2 + 0.’3 — 0 (67)

Da primeira igualdade temos que a, = a,e substi-
tuindo esse resultado na segunda igualdade chegamos a
3a, + a, =0, ou seja, a, = —30,. Assim, os trés escalares sdo
dados por (a,, 3a,, a,), com a, € R. Os vetores sdo, portanto,
LD.

Exercicio 11.9: Prove que os vetorese = (1,0,0), ¢,=(0,1,0)
ee,=(0,0,1) do espaco vetorial R’ sobre os reais
sao LI

Exercicio 11.10: Seja V = M3, (R), verifique se os vetores

1
v = —1l (6.8)
0
e
0
Uy :[ 2 l (6.9)
1
sao LI ou LD
Exercicio I1.11: Verifique se 0s vetores
pr1(x) =x2+x—1, py(x) =2x+3 e

p3(x) = —x? + 1 sdo LI ou LD
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Produto interno e ortogonalidade

Dados dois vetores, v,,v, € V, com Vsendo um espaco
vetorial sobre os reais, define-se o produto interno, ou pro-
duto escalar, como uma operacdo que associa ao par de veto-
res um escalar @ = v; v, com as seguintes propriedades:

1. Ul * Uz - UZ * Ul
2. Ul'(U2+U3):U1'U2+U1’U3
Define-se a norma de um vetor como sendo

[v| = Vv -v>0. Finalmente, dois vetores sdo ortogonais
quando o produto escalar entre eles é nulo.

Dimensdo de um espago vetorial e base

A dimensao de um espaco vetorial é o nimero maximo
de vetores linearmente independentes que o espago permite.
O conjunto desses vetores gera uma base do espaco vetorial
e qualquer outro vetor pode ser escrito como uma combina-
cdo linear dos vetores da base

U= z ae;, (6.10)
n=1

onde v é um vetor qualquerde V,e; ,i=1,..,N éabase, eo
espaco vetorial tem dimensdo N.

Como exemplo, o conjunto dos vetores
e, = (1,0) e e, = (0,1) é uma base em R?, pois um vetor qual-
quer em ‘R?, denotado por { (x,y)|x,y € R} pode ser escrito
como

(x,¥) = xe; + ye,. 6.11)

Exercicio 11.12: Prove que o conjunto dos vetores
v; = (1,0),v, = (1,1) também é uma base em
R2.
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Exercicio 11.13: Prove que o conjunto dos veto-
res v; = (1,0, ...,0), v, = (0,1,0, ...),...,,
vy = (0,0, ...,1) é uma base em R

6.2 Espago de Hilbert

O espaco de Hilbert é um espaco vetorial de dimensao
infinita. Para entender melhor esse conceito, considere, por
exemplo, uma corda de comprimento L presa nas suas duas
extremidades, e oscilando de alguma forma. Podemos repre-
sentar o seu deslocamento da posicao de equilibrio, ou sua
altura, como sendo uma func¢éo de posicao, f(x). Inicialmente,
dividimos a corda em N pedacos, conforme Figura 6.1 e repre-
sentamos o0 seu movimento por uma matriz coluna:

fu(x1)
fy = fN(:xz) _ (6.12)

FuCi)

Fig.6.1: Deslocamento de uma corda em relacdo a sua posicdo de
equilibrio

f(x)

f (X

4

[V IRy ——
L o L L
o mm————

-
n

N-1 N

E claro que a representacdo do movimento da corda
seré tdo melhor quanto mais divisdes houver. Assim, na situ-
acdo limite,
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f(x1)
f=limfy= f()f"*) - (6.13)

N—oo

Nesse caso, a variavel x toma o lugar do indice i e varia
continuamente em toda a extensdo da corda. Vemos, assim,
que esse espaco tem dimensao infinita. A funcéo f(x) é a com-
ponente do vetor f na direcdo x, e o espaco tem dimensao
infinita.

O produto interno de duas funcdes definidas no inter-
valo [a, b] é definido como®

b
frg=| 1 @gwdx (6.14)
Note que pela definicdo apresentada, vale que
b b
g-f=| o rmdr= [ (F@eydx=-gr. ©15)

Para finalizar essa secdo note que a norma de um vetor
nesse espaco € dada por:

b b
fl=JF f = j f £ Of () dx = J f | FOO2dx. (6.16)

Notacdo de Dirac

Para entender a notacdo de Dirac, vamos lembrar que
dada uma base do espaco vetorial, qualquer vetor pode ser
escrito em termos dela e, portanto, passa a ser representado
pelos coeficientes dessa decomposicdo (nessa particular
base). Matematicamente:

Uy

v
V=3Vlive - [V)=|" (6.17)

Uy

5  Estamos aqui generalizando a ideia do deslocamento da corda e permitindo
que as fungdes possam assumir valores complexos.
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onde passamos a representar o conjunto dos coeficientes
da decomposicdo como os elementos de uma matriz coluna.
Nessa representacdo, |V) é o ket V.

Exercicio 11.14: Calcule |V)+ |W) e aV. Represente os
vetores da base em termos de kets.

Podemos ainda definir um vetor linha, tomando a
matriz transposta conjugada do ket,

Ut
vy T=( 2| =@ v; . v=@l. (618)
Uy
Assim, definimos uma nova representacdo para o
vetor , em termos de uma matriz linha cujos elementos séo

os complexos conjugados dos coeficientes da decomposicdo
do vetor na base. Matematicamente,

(VI =)t =|v)T = jvs...vp), (6.19)

que é conhecida como bra V. Nessa representacdo, o produto

do bra Vcom o ket W é dado por:
Wy
Wy

(VIW) = (viv;...vy)
Wy

:vawi:V-W,

N
=1

ou seja, (V|w) =3, viw; =V -W sdo todas representacdes do
produto interno dos vetores Ve W.

Exercicio 11.15: Usando a notacdo de Dirac, prove que
(e|V) =v;.
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Considere como exemplo novamente a corda presa
nas suas extremidades. Uma maneira de representar o deslo-
camento da corda da posicdo de equilibrio € utilizando o ket
f =|f). Assim,

If) = lim|fy), (6.20)
onde
S (x1)
oy = WD | 6.21)
fuCen)

Em outras palavras, o deslocamento da corda é des-
crito por um vetor f no espaco de Hilbert, e pode ser repre-
sentada por um ket |f). Nessa representacdo, cada um dos
elementos da matriz, fy(x;), € uma componente do vetor f,
na base |x;) e, portanto,

)= fuCelx). (6.22)

Exercicioll. 16: Prove o resultado apresentado.

No limite N — o0, 0 espaco passa a ter dimensao infi-
nita. Como consequéncia, todas as somatdrias passam a ser
integrais. Assim, o produto interno passa a ser escrito como:

(flg) = f £ g ). (6.23)

Veremos nos postulados da MQ que toda informa-
cdo possivel de um sistema quéantico estara contida em um
particular ket ly), ou em sua projecdo na base coordenada,
(xly)y =wy(x), a funcao de onda.

6.3 Operadores Lineares

Um operador Q é uma operagao que leva um vetor do
espaco vetorial em outro. Matematicamente,
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Qvy=1v’y,  (via=(’. (6.24)

O operador serd linear se satisfizer as seguintes
propriedades:

L. QalV) = a(@|V)

2. Q(alv)) + B|v;)) = a(Qv)) + B(Q]V))),
e analogamente para os bra {(V|. Na notacdo de Dirac, os ope-
radores sdo representados por matrizes quadradas N x N.

Vale salientar que, em geral,
'@y = a@|vy). (6.25)

Podemos assim definir o comutador entre dois opera-
dores como sendo:

0,0 =00 - 4. (6.26)

Quando a ordem dos operadores ndo importa, o comu-
tador zera e dizemos que os dois operadores comutam.

Exercicio 11.17: Mostre que o operador identidade pode
ser escrito como:

N

1= ) le)el (6.27)

i=1
Finalmente, se um operador Q atuando em um ket [V')
fornece o vetor Q|v) = |Qv), entdo:

(Javpnt = @vnt = viat, (6.28)

onde Qf = (@)*T é conhecido como operador adjunto de Q.
Em particular, quando Q = Qf, dizemos que o operador é
autoadjunto ou hermitiano.

Operadores hermitianos na MQ serdo a representacao
matematica dos observaveis fisicos.
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Autovetores e autovalores de um operador

Vimos na secao anterior que quando um operador atua
em um vetor, o resultado é em geral um novo vetor. Agora para
cada operador existe um conjunto de vetores, para os quais o
operador atuando ndo leva a outro vetor. Matematicamente,
com esses vetores vale que

Q|w) = alw), (6.29)

sendo a um escalar. Nesse caso, dizemos que o vetor |w) é
um autovetor de 0 com autovalor a.

Exercicio 11.18: Prove que os autovalores de um opera-
dor hermitiano sdo sempre reais.

Veremos, a seguir, que no processo de medida de um
observével quéntico duas coisas inusitadas acontecem: a
primeira, o estado do sistema apds o processo de medida
muda para um dos autoestados do operador representando o
observavel fisico; a segunda, os Ginicos valores possiveis para
o resultado da medida sdo um dos autovalores do operador
hermitiano.
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Capitulo 7

O formalismo

esse capitulo e no préximo apresentaremos 0s

Postulados da MQ e algumas aplicacdes deles

na Fisica microscodpica. Assim como na Mecanica
Cléssica, existem algumas versdes — propostas por diferen-
tes fisicos a partir da segunda década do século XX — para
a teoria (MQ matricial, de Heisenberg; MQ Ondulatéria, de
Schrodinger; MQ de Dirac). Optamos, inicialmente, por apre-
sentar os postulados na versdo de Dirac, e a seguir discutire-
mos a versao de Schrodinger.

Dois sdo os principais obijetivos da discussdo pro-
posta. Primeiramente, buscaremos interpretar o contetdo
fisico do objeto central da MQ, a funcédo densidade de proba-
bilidade na versdo de Schrodinger, que fornece o maximo de
informacao disponivel em um sistema quantico.

Além disso, abordaremos com exemplos a discus-
sdo do processo de medida. Ao longo do texto, proporemos
um mapeamento entre a Mecanica Cléassica e a Mecanica
Quantica, ndo com o objetivo de buscar analogias cléssicas,
no entendimento de fendmenos quéanticos e, sim, de enten-
der de que maneira as visdes classica e quantica dos fendme-
nos da natureza diferem e em quais situacdes sdo similares.



Dessa forma, buscaremos desenvolver no estudante uma
nova intuicdo fisica sobre a natureza, agora contextualizada
para fendbmenos microscdpicos.

7.1 Os postulados

1) Descrigdo de um sistema fisico: o ket [{(t))

Primeiro Postulado: A todo estado de um sistema fisico
qudntico estd associado um vetor de estado, [P(t)),
pertencente a um espago de Hilbert. Este vetor caracte-
riza completamente o sistema.

Esse postulado substitui o postulado “zero” da
Mecénica Classica, que considera que toda a informacéo
do sistema cldssico estd contida no vetor posicao, 7(t). De
tdo intuitivo que é esse postulado na Mecanica Cléssica, na
maioria das discussdes ele sequer é citado. Quanticamente,
porém, a natureza se comporta de maneira completamente
diferente, e ndo faz mais sentido perguntar a posicdo exata de
uma particula. Agora, a informacdo maxima disponivel sobre
o sistema esta contida no vetor [¥(t)). Os préximos postula-
dos irdo discutir qual é essa informacao méaxima disponivel.

Il) Quantidades fisicas observdveis: os operadores hermitianos

Segundo Postulado: Cada quantidade fisica mensu-
rdvel ¢ descrita na MQ por um operador hermitiano
atuando no espago de Hilbert do sistema

Novamente, no contexto classico, a descricdo do
observavel é intuitiva, sendo ele matematicamente descrito
por uma funcéo (escalar ou vetorial) que depende da posicao
e da velocidade da particula. Na teoria quéntica, por outro
lado, observéveis sdo representados por operadores hermi-
tianos no espaco de Hilbert do sistema.
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I11) Processo de Medida

O processo de medida na MQ envolve trés etapas: os
resultados possiveis da medida, a probabilidade de obter-
mos esses resultados e o efeito do processo de medida no
estado inicial. Os prdoximos trés postulados apresentam
€ssas etapas.

Terceiro Postulado: Os tinicos resultados possiveis para
a medigdo de uma quantidade fisica, caracterizada pelo
operador A s@o os seus autovalores, a,

Quarto Postulado: Quando a quantidade fisica asso-
ciada ao operador ¢é medida no sistema preparado em
um estado Iy, a probabilidade de se obter um especi-
fico autovalor a ¢ dada por:

py(a;) = [a;[)?, (7.1)

onde {a| ¢ o autovetor associado ao auto valor a..

Finalizando, o processo de medida interfere no estado
original, modificando-o conforme o postulado a seguir:

Quinto Postulado: Se a medida de uma quantidade
fisica A em um sistema inicialmente no estado ) for-
nece o resultado a., entdo o estado do sistema imedia-
tamente apds a medida muda instantaneamente para
0 respectivo autoestado |a.).

Esses trés postulados mostram novamente como a
teoria quantica difere da teoria classica. Para entendé-los
considere o estudo de uma particula livre. Classicamente, ao
se preparar o sistema com uma Unica particula, com posicédo
inicial representada em certo sistema de coordenadas como
sendo x = 0 e velocidade inicial nula, a medida da sua posi-
cdo em qualquer instante posterior fornecera sempre o valor
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x = 0. Se esse processo for repetido N vezes, em todos eles o
resultado serd o mesmo. Além disso, apds a medida, a parti-
cula continuara na mesma posicao.

Quanticamente, o comportamento da natureza é com-
pletamente diferente. Considere assim que em um aparato
experimental ideal, uma colecdo de N particulas livres idén-
ticas é preparada (com as mesmas condicdes iniciais descri-
tas) e com cada uma delas é realizada a medida da posicao.
Agora ndo é mais verdade que para todas as medidas o valor
x = 0 serd obtido. O maximo que pode ser dito a respeito do
sistema é que existe uma grande probabilidade de encontrar
esse valor no processo de medida, porém haverd uma funcéo
distribuicdo de probabilidades relacionada a medida da posi-
cdo dessas particulas, sendo possivel, inclusive, encontrar
uma pequena parcela delas a grandes distancias da origem.

Além disso, o processo de medida em geral perturba
o sistema quantico, fazendo com que seu estado se altere
instantaneamente apds a medida. No préximo capitulo vol-
taremos a essa discussdo, de maneira mais quantitativa.

IV) Evolugdo temporal: A Equagdo de Schrodinger

Sexto postulado: A evolugdo temporal do vetor de estado
[Y(t)) é governada pela Eq. de Schrodinger

o d —

ih W) = H@®O[p @), (7.2)
onde H(t) ¢ 0 operador hamiltoniana, associado com a
energia do sistema.

Essa equacdo é o equivalente quantico da segunda lei
de Newton, e fornece a informacédo de como o vetor de estado
varia ao longo do tempo.
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A Tabela II.1 faz um mapeamento entre cada um dos
postulados descritos e o postulado equivalente na Mecanica

Classica.
Tabela II.1: Postulados da Mecénica Classica e Quantica
Processo Mecénica Cléssica Mecénica Quéantica

Descricdo do
estado fisico

posicdo (#(t))
= vetor em R?* determina
a posicao exata em t

ket (lp(©)))

= vetor no espaco de
Hilbert: associado
com a probabilidade
de encontrar a
particula em t

Quantidades
fisicas
observaveis

funcdes (escalares ou
vetoriais em R*) de 7(t)
e suas derivadas

operadores lineares
hermitianos no
espaco de Hilbert

Medida de
quantidades
fisicas

Qualquer valor é
possivel (respeitando as
condicdes iniciais)

Os autovalores
do operador sédo
os Unicos valores
possiveis

O resultado é tnico
(respeitando as
condicdes iniciais), i.e.:
p=1

Dado o estado |¢(t)),
a probabilidade de
obter o autovalor a é:

P¢(ai) = Ka;[¥)|?

Apds a medida,
0 estado muda,

Efeito da A medida n&o altera o )
. . instantaneamente,
medida estado inicial
para um dos
autoestados
Evolugao Segunda lei de Newton | Eq. Schrodinger
temporal do . dp ., d o
L r—Y()) = HO)|Y(t
estado R = i dtll/)( )) (@)

7.2 A Equagdo de Schrodinger na

representacdo coordenada

Vimos, no capitulo anterior, que qualquer funcdo de
uma variavel (por exemplo, o deslocamento de uma corda, y,
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como funcdo da posicdo x, y = f(x)°), pode ser representada
por um vetor |f) em um espaco de dimenséao infinita. Assim,

If) = lim |fy), (7.3)
onde
S (xq)
|fn) = f”(;xZ) , (7.4)
fu(xy)

e fy(x;) é a projecdo do vetor |fy) na direcdo |x;), ou seja,
(x;|fv)- Nessa situacdo, o vetor da base coordenada x na dire-
cdo i é dado por:
0
lxp)=|(1[. (7.5)
0
portanto, com elemento ndo nulo somente na i-ésima linha.
No limite onde N tende a infinito, temos a base coor-
denada {|x)}, onde cada vetor tem um elemento nao nulo
na linha correspondendo a direcdo x. Além disso, o produto
escalar (x|f) = f(x) projeta o vetor |f) na direcdo x. Em
outras palavras, a funcdo f(x) fornece as componentes do
vetor |f) em cada uma das infinitas dire¢des da base coor-
denada {|x)}. Vale salientar que resolver um sistema quéantico
significa encontrar o vetor |) ou, de maneira mais simples,
a funcao que fornece suas componentes na base coordenada,
W(x) = (x|yY), a fungdo de onda.
Para obter a equacdo que rege a evolucdo temporal da

funcdo de onda, basta projetar a equacédo de Schrodinger na
base coordenada. Matematicamente,

(xl > (i p(©) = AO W) )
T = : (7.6)

6  Por simplicidade, optamos nessa secdo por trabalhar com sistemas em uma
dimens&o espacial apenas.
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ou seja,

L d .

m%(xw(t» = H(x, t){x[Y(®)), (7.7)
que pode ser reescrito como

0 _
th=s¥(x,t) = H(x, t)p(x, 1), (7.8)

onde agora H(x,t) é a representacdo do operador H(t) na
base coordenada. Portanto, se escolhemos trabalhar na
representacdo coordenada, precisamos resolver a equacdo
diferencial apresentada para obter a funcao de onda do sis-
tema em questdo. No préximo capitulo, resolveremos alguns
problemas nessa versdo da MQ.

7.3 A densidade de probabilidade

Para entender o significado da funcdo de onda, ire-
mos utilizar a interpretacao estatistica de Born, na qual dada
a funcdo de onda Y(x,t), |P(x,t)|?dx fornece a probabili-
dade de encontrar a particula dentro do intervalo x e x + dx no
tempo t. Uma vez que, existindo a particula, ela deve estar em
algum ponto do espaco, entdo segue que

1 :fdx Y (x, O)P(x, t). (7.9)

Ao garantir que a funcdo de onda satisfaca a equacéo
apresentada, estamos normalizando a funcdo de onda.
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Capitulo 8

Aplicagoes

Nesse capitulo iremos discutir algumas aplicacdes
da MQ, propostas na literatura bésica sobre o assunto. Boa
parte da discussdo matemaética serd omitida, mais especifi-
camente ndo serao demonstradas as resolu¢des da equacgao
de Schrodinger para cada potencial. Ao aluno interessado
em tais demonstragdes sugerimos alguns livros (DAS, 2012;
GRIFFITHS, 1994). Assim, as funcdes de onda serdo apresen-
tadas ao estudante e sua tarefa consistird em checar se elas
satisfazem a equacdo de Schrodinger. A seguir a discussao
sera encaminhada para a interpretacao fisica dos resultados.

8.1 A particula livre

Tanto classica quanto quanticamente, iremos “definir”
particula como uma quantidade “localizada” de matéria, ,
sujeita a algum tipo de interacéo.

Veremos a seguir, nos formalismos classico e quan-
tico, qual é o comportamento esperado para essa particula
quando sobre ela ndo atua nenhuma forca.



Interpretacdo Classica

Considere por simplicidade, que a particula se
encontra em repouso na origem do sistema de coorde-
nadas unidimensional descrito pela coordenada x. Nesse
caso, x(t=0) =0 e x(t =0) =0, e temos que resolver a
seguinte equacao diferencial:

_dp(t)  d*x(b)

0
dt mn dt? '’

(8.1)

que fornece como solugdo x(t) = x, + vt. Aplicando as con-
dicdes iniciais ao problema, obtemos que x(t) = 0. Ou seja,
se a particula se encontra parada na origem no instante inicial
e nenhuma forca atua sobre ela, podemos voltar daqui a vinte
anos e com certeza a particula continuara na mesma posi-
cdo (desde que continue a ndo atuar nenhuma forca sobre
ela). Esse comportamento se manifestara em um processo de
medida da posicdo da particula em qualquer instante t > 0, e
também em uma colecdo de N particulas idénticas prepara-
das da mesma forma.

Interpretagdo quéntica
Para uma particula livie em uma dimensé&o, a hamilto-
niana nada mais é do que a sua energia cinética,

. mp?  p?

onde § e p representam o operador velocidade e momento
linear da particula, respectivamente. Pode-se demonstrar
que na base coordenada o operador momento linear é escrito
como (DAS, 2012):
R L d
px) = —lha. (8.3)
Assim, temos a seguinte equacao diferencial para
resolver:
LGOI S 1620

ot 2m  0x? (8.4)
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Exercicio 11.19: Prove, por substituicdo direta, que uma
solucdo da equacdo apresentada é dada pelo
pacote gaussiano, ou seja:

Y(x, t) = L.e 2(a2+irfrlz_t), (8.5)
/az +l%t

O valor de a é determinado pelas condi¢bes iniciais
do problema, e N’ é fixado de forma a garantir que a norma
da funcdo de onda seja unitéria (normalizacdo da funcdo de
onda). Para podermos interpretar o significado fisico desse
resultado, precisamos calcular a densidade de probabilidade,
dada por y*y.

Exercicio 11.20: Prove que a densidade de probabilidade
para a funcdo de onda apresentada é dada por:

x2

NP e
e

6
a a2+m2a2

A Figura 8.1 ilustra o comportamento da funcao y*y.
Inicialmente, em t =0 (com pico mais alto), existe uma grande
probabilidade de encontrar a particula nas proximidades da
posicdo x = 0. Conforme o tempo passa, essa probabilidade
vai se espalhando ao longo do eixo x. Embora o local mais
provavel de encontrar a particula ainda seja em torno da
origem, a probabilidade de encontrar a particula em posi-
c¢des mais distantes da origem deixa de ser desprezivel. Para
entender porque esse fendbmeno (alargamento do pacote de
onda) acontece, precisamos definir alguns novos conceitos
associados com a teoria de probabilidades.

VY=
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Fig.8.1: Evolucédo do pacote gaussiano (a = 1 = h/m)

Primeiramente, uma vez que a cada repeticdo do pro-
cesso de medida do observavel no estado, um resultado
diferente em principio pode aparecer, e que existem alguns
resultados que sdo mais provaveis que outros, pode-se defi-
nir as médias dos observaveis. Para isso, basta utilizar a teo-
ria de probabilidades. Considerando que a probabilidade de
encontrar a particula entre x e x + dx é dada por y*ydyx, entéo,
por exemplo, o valor médio do operador posicdo no estado
[Y(®)) é dado por:

(x)y (1) = fxgb*(x, OY(x, t)dx. (8.7)

Podemos ainda calcular a média do momento linear
da particula livre. Nesse caso, temos:

0
P © = [0 (-i)peendr 88

Utilizando essas duas férmulas e a funcdo de onda
(8.5), pode-se demonstrar que (x),(t) =0 e (P)y() =0.
Vemos assim que na média o comportamento cldssico é
recuperado. Em outras palavras, x___ = 0 passa a se manifes-
tar quanticamente como {x),(t) =0, e analogamente para
o momento linear. Na teoria cldssica, a ndo existéncia de
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forcas de interacdo implica necessariamente em encontrar a
particula sempre na mesma posicdo (para velocidade nula).
Quanticamente, o comportamento da particula ndo é mais
determinfistico, e repetidas medidas da posicdo da particula
implicam em diferentes resultados. Porém, os resultados
encontrados sdo tais que o valor médio da posicado é nulo.

Exercicio 11.21: Mostre que (x),(t) =0 e (p),(t) = 0.

Esse resultado sozinho ndo explica o alargamento
do pacote gaussiano com o passar do tempo, conforme foi
observado na Figura 8.1. Para entender esse comportamento,
vamos utilizar um outro conceito da teoria de probabilida-
des, a variancia, definida como

A0 = /(0?) —(0)?, (8.9)
onde () representa um observével qualquer.

Exercicio 11.22: Usando a teoria de probabilidades, inter-
prete o significado da variancia.

Pode-se demonstrar que para a funcdo de onda da par-
ticula livre,

a(t) h
= a—n ;Ap = —F— ’
V2 V2a
h2t?

onde a?(t) = a? + — .z Portanto, embora a média da posicao
bem como a média do momento linear sejam nulos, existe
uma incerteza na posicao, inicialmente dada por Ax(t =0)
que aumenta conforme o tempo passa. J& a incerteza no
momento ndo se altera, o que parece consistente com a
nocao cléssica de conservacdo de energia. Pode-se ainda
demonstrar que (PEREZ, 1995)

Ax (8.10)

2
Wx®)? ~ (Ax(t=0))"+ (?n—pt). (8.11)
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Assim, uma incerteza inicial no momento Ap equivale
a uma incerteza inicial na velocidade de 22, o que em um
instante posterior, t, produz uma incerteza adicional na posi-
cdo de 2P (PEREZ, 1995).

m
Além disso,

Axap =222 ST (8.12)

ou seja, o produto das incertezas, AxAp, é sempre maior que
g, para qualquer tempo positivo ndo nulo, o que é uma mani-
festacdo do Principio da Incerteza.

Exercicio 11.23: Prove os resultados (8.10).

Finalmente, se a particula livre tiver velocidade inicial
ndo nula, entdo classicamente vale que

dx(t) p(t)
dt  m~

(8.13)

Quanticamente, a funcdo de onda correspondente é
dada por:

( x ikht>

S 7l LKX— m

Tha?

Yo =— e\ Yma ) (814)

1+ iht

2ma?

Exercicio 11.24: Calcule a densidade de probabilidade
associada com a funcdo de onda apresentada
anteriormente e esboce o seu grafico para dife-
rentes valores de tempo. O que vocé observa?
Explique o resultado encontrado.

Pode-se demonstrar que, nesse caso, além do fend-
meno doalargamento do pacote de onda, vale que (CARDOSO,
2010):

d@)(©) _ @) E=0) _ @)D

(8.15)
dt m m
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Novamente observamos que o resultado cldssico se
manifesta quanticamente para os valores esperados dos
observaveis. A Tabela 11.2 ilustra os comportamentos espe-
rados na Mecanica Classica e Quéantica para a particula livre.

Tabela 11.2: Comportamento da particula livrce em uma dimensdo nos
formalismos cléassico e quéntico.

A Particula Livre em uma dimensao

A .. Mecénica
Processo Mecanica Classica N
Quantica
. s funcdo de onda
Estado fisico Posicdo x(t) ¢

Y(x,t)

Condigdes Iniciais | x(t=0)=0=v(t=0) [¢pCt=0) =)

Evolucdo temporal | Segunda Lei de Newton | Eq. Schrodinger

do estado d?x(t) v _ K oy
dtz - dt 2m  9x?
Posicdo e x(t)=0 \ ——L)
, Yot = e A
velocidade no v(t)=0 Jarst
tempo t (@) =0 ,()=0

alargamento do

Comportamento no
sempre no mesmo lugar | pacote de onda
tempo t _a@® h

Ax ,Ap = ——
vz """

8.2 O oscilador harménico

Novamente, tanto classica quanto quanticamente,
definimos oscilador harm&nico como uma particula de massa
m sujeita a uma forca do tipo mola:

F(x) = —kx, (8.16)
ou, em termos do respectivo potencial,

1
V(x) :Ekxz. (8.17)
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Exercicio 11.25: Qual a importancia do oscilador har-
monico no estudo de forcas mais realistas, em
outras palavras, como uma forca pode ser apro-
ximada por uma forca do tipo mola? DICA: Veja
discussdao apresentada na secdo 2.3 da Ref.
(GRIFFITHS, 1994).

Interpretagdo classica
Para encontrar a solugdo cldssica, utilizamos por
exemplo, a segunda lei de Newton:

d’x(t)  k . 8.18)
e - T m®: -

Exercicio 11.26: Prove (por substituicdo direta) que a
solucdo (geral) desse problema é dada por:

x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt), (8.19)
onde w? = L3
m

Os valores de A e Bsao determinados pelas condi¢des
iniciais do problema. Por exemplo, se a particula é solta na
posicdo x(t = 0) = a, entdo a constante B é determinada
como sendo:

x(t =0) =a = Asin(0) + Bcos(0) =B, (8.20)

Além dissso, a sua velocidade é dada por:
dx(t)
dt

= w(Acos(wt) — asin(wt)), (8.21)

e aplicando a condicdo inicial, obtemos a segunda constante
como sendo:

v(it=0)=wA=0, (8.22)
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chegando a solucdo do problema, dada por:
x(t) = acos(wt). (8.23)

Temos portanto um movimento oscilatério em torno
. , 2w .
da origem com perfiodo T =~ e amplitude a.

Interpretagdo quantica
Quanticamente precisamos resolver a seguinte
equacao:

0(x,t)

h? 092 1
I _ 22,
T ( =z + —mw?x >lp(x, t), (8.24)

2

onde utilizamos o fato de que a hamiltoniana do sistema é
dada pela soma da energia cinética com a energia potencial.
Para resolver essa equacao, primeiro observamos que a solu-
cdo para a funcado de onda pode ser escrita como:

Y(x, ) = e A, (x), (8.25)

onde E nesse ponto é um ndmero real a ser determinado e
ug (x) satisfaz:

oot 1
— oo g M up(x) = Eug(x), (8.26)

ou seja:
H()ug(x) = Eug(x). (8.27)

Vemos assim que, na linguagem de espacos vetoriais,
a equacdo anterior nada mais é do que a equacdo de autova-
lores e autovetores do operador hamiltoniana, sendo ug(x)
os autovetores de H(x), e E os autovalores, ou seja, as ener-
gias que a particula sujeita ao oscilador harmdénico pode ter,
os possiveis resultados de medidas do operador hamilto-
niana. Rearranjando a expressao apresentada, chegamos a:

d?up(x) Zm(

1
e —7 \E ——mwzxz)ug(x) =0. (8298

2
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Seguindo a metodologia do curso, ndo vamos demons-
trar as soluc¢des da equacao. Para quem deseja entender esse
célculo sugerimos as Refs. (DAS, 2012; GRIFFITHS, 1994). A
solugdo geral para ug(x) =0 é dada por:

mw mw
uE,n(x) = Aan< fo>e_Wx2, (8.29)

onde 4, é uma constante de normalizagdo e H,(x) sdo os
polindbmios de Hermite:

H,(x) = 2x
Hy(x) =4x?*-2,n=0,1,2, ... (8.30)

e assim por diante. Substituindo esse resultado em (8.25)
temos que a funcdo de onda do oscilador harménico é dada

POor:
maow mw_ , 1
Un(x,t) = Aan< }Tx> e zh* Rt (8.31)

1
E, = hw, (n + E),n =012, .. (8.32)

com

Exercicio 11.27: Encontre os trés primeiros estados do
oscilador harmonico e por substituicdo direta,
mostre que eles satisfazem a Eq. Schrodinger.

Comparagio entre os comportamentos cldssico e quantico

Vimos que o resultado classico pode ser escrito como

x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) = Csin(wt + ¢). (8.33)
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Exercicio 11.28: Mostre que, em termos das condicdes
iniciais do problema, podemos reescrever a
solucdo como:

x(t) = xycos(wt) + &sin(a)t) (8.34)
mw
Nesse caso, a energia do oscilador harmdénico é dada
por:
2
— p (t) 1 2 2 1 22
E= T +2mw x(t) —zm(u c*,  (8.35)

ou seja, a energia total do sistema é uma constante propor-
cional ao quadrado da amplitude do movimento.

Exercicio 11.29: Utilizando a conservacdo de energia
mecéanica, interprete o resultado apresentado.

A energia total do sistema classico é portanto um fun-
cdo continua, podendo inclusive (dependendo das condicdes
iniciais) assumir o valor zero. Graficamente, temos a Figura
8.2 e a particula esta confinada a oscilar entre —C e +C.

Fig.8.2: Energia potencial V(x) = kx?/2 e energia total do sistema
classico, com mw? =1¢e C = 2.

‘\... 2 5 . /
LY o} . /
\ | /

N I /
\\ // o
2 1 i 1 ]

x

Quanticamente, o comportamento da particula é
muito diferente. Em primeiro lugar, as energias assumem
valores discretos, dados por E,,,

E_hw
0_2’
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_ 3hw

= 8.36
1 > ( )
_ 5hw
2 2 ’

assim por diante. O menor valor de energia que a particula
pode carregar é %“’ no estado “fundamental” y¥,(x,t). Ao
receber energia exatamente na quantidade hw ela “salta” para
o primeiro estado excitado e assim por diante. Finalmente,
pode-se demonstrar que (CARDOSO, 2010):

)y, (0)
mw

<x>¢n(t) = (x)d,n(O)cos(wt) + sin(wt), (8.37)

que pode ser comparado com o resultado classico, equa-
cdo (8.34). Graficamente, temos o comportamento dado na
Figura 8.3.

Fig.8.3: Energia potencial V(x) = kx?/2 e niveis de energia do sistema
quéantico, com mw? =1 = hw.

A Tabela 11.3 apresenta um resumo do que vimos até
agora.
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Tabela I1.3: Resumo do comportamento da particula livre e do oscilador
harménico em uma dimensao nos formalismos cléssico e quéntico.

Processo Mec. Classica Mec. Quéantica
Particula x(t) = xo + Vot | (x)(t) = (x)(0) + ()(0)t
livre v(t) = v, (V)(©) = (v)(0)

Oscilador x(t) = xo cos(wt) | {x)(t) = (x)(0) cos(wt)

A Po_ (p)(0) .
Harménico | +-%sin(wt) _|_’r’n_iu)sm(wt)

8.3 O atomo de hidrogénio

Estudamos até aqui duas situacdes idealizadas, em
particular ao se desprezar duas dimensdes espaciais. Em
ambos os casos, essa idealizacdo ndo comprometeu a discus-
sdo dos aspectos fisicos, uma vez que o tipo de movimento
acontecia em uma Unica dimensdo. Vamos agora considerar
uma situacdo mais geral, onde dois corpos trocam uma forca
atrativa proporcional ao quadrado do inverso da distancia
entre os dois centros de massa.

Considere, por exemplo, um sistema constituido de
dois corpos de massas M e m e cargas Q e ¢, respectivamente,
conforme a Figura 8.4.

Para estudar o movimento dos dois corpos (tanto clas-
sica quanto quanticamente) usamos um sistema de referén-
cias e dois vetores para localizar os corpos, #y e 7,. Podemos
ainda definir dois novos vetores, ¥ =7y —T, € R = W
representando a diferenca entre #, e Ty, e a posicdo oﬁ) cen-
tro de massa do sistema, respectivamente. Em termos desses
dois vetores, podemos escrever:

- R’ M - - R’_}_ M -
r, = - r Ty = —7T
m M M+m

)

M (8:38)
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Fig. 8.4: Sistema constituido por dois cornos de massas m e M, localizados,

. = ) . z
respectivamente, pelos vetores 7., e Ty. Na figura estd representado
também do vetor R que localiza o centro de massa do sistema.

A

=

sﬁi

=L
®

0 >

Finalmente, faremos a hipdtese que M é muito maior
que m.

Interpretagdo classica

Na anadlise via Mecanica Classica, como sé agem for-

cas internas ao sistema constituido pelas massas M e m, o

movimento do centro de massa € retilineo e uniforme e, por

simplicidade, escolhemos um referencial inercial no qual ele

esta parado na origem. Nesse caso, ha aproximacao M >> m
vale que

S mip, + Miy

- M+4m

-

~ Ty =0, (8.39)

7= T (8.40)

Vemos, assim, que o problema se reduz ao problema
de um Unico corpo de massa m sujeito a uma forca radial
apontando para a origem do sistema de coordenadas. A
solucdo dele é vista em cursos avancados de Mecanica
Classica (SYMON, 1971) e dependendo das condicdes ini-
ciais do problema o corpo de massa m pode orbitar ao redor
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do corpo de massa M. Esse tipo de analise é aplicado, por
exemplo, nos estudo de planetas sujeitos a acdo gravitacio-
nal. Ingenuamente, poderfamos também aplicar essa ana-
lise considerando dois corpos eletricamente carregados e
trocando uma forca de Coulomb. Nesse caso, porém, existe
um grave problema, pois segundo as equacdes de Maxwell,
quando particulas carregadas sédo aceleradas (aqui a acelera-
cdo centripeta do elétron no movimento orbital), elas perdem
energia, diminuindo o raio médio da érbita, e eventuamente
colapsando para a origem, inviabilizando, assim, o modelo
atdmico classico para o &tomo de hidrogénio.

Interpretagdo Quéntica
Para a interpretacdo quantica, vamos considerar que
o atomo de hidrogénio consiste de um préton de carga +e
parado na origem do sistema de coordenadas, e um elé-
tron de carga —e ligado ao préton por um potencial do tipo
Coulomb,
e? 1

V(r) = Timer 0 T |71 (8.41)

Para achar a solucdo na interpretacdo quéntica, preci-
samos utilizar a equacdo de Schrodinger em trés dimensdes.
Temos que

L0 R

lhT = H)Y(#,0), (8.42)
onde novamente H(x) é o operador hamiltoniana do sistema,
classicamente dado por:

72
E :%+V(r), (8.43)

com B = (Px, Py, P,) representando o momento linear do elé-
tron, que é levado ao operador (-iksz. —ih+-,~in=) na constru-
cdo da teoria quéntica. Portanto, a equacdo de Schrodinger
em trés dimensdes é escrita em coordenadas cartesianas
como:
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'haw(?’t)— n 62+62+a2 + VY@ t) (8.44
0 T 2m\ax? dy?  9z2 Yt (8.44)

Uma vez que a dependéncia no potencial em
¥ =(x,y,2) estd toda escrita em termos do seu médulo,
é de se esperar que a melhor representacdo de 7 seja em
termos de coordenadas esféricas, isto é, # = (r,0,¢). Sem
entrar nos detalhes da conta, pode-se demonstrar que em
coordenadas esféricas temos (DAS, 2013):

2 9% 92 10 B 1 (. 0
(—+—+—) :——(rz —) + —(sm6£) (8.45)

0x2  dy2 = 0z2 rZor or r2sin6 060

1 92
+——(2)
r2sin26 \d¢?

Substituindo esse resultado na equacdo de
Schrodinger, obtemos:

.. 0Y h? 16(26) 1 6(. 0) 1 (62)]
th=—= ===l — | sinf — s
at 2m Lr? or or +r25in9 a6 a6 +rzsin29 ap? 1/)

2

e

Y. (8.46)

4mEeyT

Essa é uma equacdo diferencial envolvendo quatro
variaveis dificil de resolver. Existe uma forma exata da solucao
e qualquer livro texto de MQ apresenta a técnica para obté-
-la (DAS, 2012; GRIFFITHS, 1994). Em particular, o método de
resolugdo consiste em procurar uma solucdo do tipo:

Y(r,0,9,t) =TOu(r,6,¢) =T(ORTOO)P(P), (8.47)

conhecido como Método de Separacao de Variaveis. A com-
ponente temporal tem a forma:

i
T(t) = e "t (8.48)

J& a componente espacial satisfaz:

Eouo h? 16(26>+ 1 6(,96)
= o zar T or) T rZsine e \° 99
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L (& e 8.49
r2sin?0 \ 0¢? ¢ 4me,T u (8.49)
A solugdo da parte espacial € do tipo u,, , onde os indi-

ces n, le m —que indexam a funcdo de onda — sdo os nimeros
quanticos associados ao dtomo de hidrogénio:

n =1,2,3,4, ...; nimero quantico principal (8.50)

[=0,1,23,..,n—1; nimero quantico de momento angular
orbital

m=0,%1,+2,43, ..., £[; nimero quintico magnético
azimutal

Nesse caso, n é o nimero quantico principal e indexa
os niveis de energia do dtomo de hidrogénio. Ja os indices
| e m estdo associados ao momento angular orbital do elé-
tron. Mais a frente discutiremos melhor esses conceitos.
Finalmente, a forma explicita da funcéo u,, € dada por:

unlm(rr 0, (p) = Rnl(T)Ylm(gﬂ ¢)r (8.51)
onde a componente radial R,,;(r) é escrita como:
1
Ru(r) = —p"*e™ v (p), (8.52)

e definimos uma nova variével p como sendo:

A —2mE,

p="—F—"1,E, <0. (8.53)

Além disso, v(p) é um polinbmino de grau
Jmax =M — 1 =1 em p, com coeficientes determinados por:
_2(+l+1-m)
YT Gy DGR Y

(8.54)

J& a dependéncia angular da funcdo de onda é dada em
termos dos harmonicos esféricos v (6, ¢),
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21+1) (I- I
Y6, 9) = 6,/%%¢’”"’Pﬁ(0089), (8.55)

onde e=(—1)"param=>0 ee=1 para m<0e P" e
sdo os polindmios de Legendre.

Finalmente, os niveis de energia do atomo de hidrogé-
nio sdo dados por:

E,  om [(e2\'
En:_ﬁ' El__ﬁ 4Te, = 136V (856)

A seguir, vamos analisar algumas possibilidades de
estados para o atomo.

(a) O estado fundamental

Em primeiro lugar vamos entender melhor a equacéo
(8.56). Para isso, vamos resgatar o modelo atébmico de Bohr
e relembrar que a energia total do elétron orbitando ao redor
do ntcleo é a soma da energia cinética com a potencial,

_ mv? e?
E= 2 4me,r

(8.57)

Agora, classicamente o elétron é mantido na érbita ao
redor do ntcleo por meio de uma resultante centripeta, ou
seja,

R, = m__° (8.58)
r ATET?
de onde escrevemos:
o2
mv? = pr (8.59)
e, portanto, a energia total do elétron é dada por:
e e & (8.60)

 8meyr  Ameyr 8meyr
Finalmente, para eliminar r da expressao anterior, uti-
lizamos a hipdtese de Bohr (existéncia de onda estacionéria),

h
2 — A = _—
mr=ni=n——, (8.61)
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chegando ao valor de E dado na expressao (8.56).

Em particular, o menor valor de energia possivel para
o sistema é dada por E; = —13,6eV. Esse valor é conhecido
como energia de ligacdo e em mddulo corresponde a energia
necessaria para ionizar o 4&tomo, ou seja, para separar o elé-
tron do préton.

Considerando o estado fundamental, temos n =1 e
portanto [ =0 =m . A funcdo de onda espacial é dada por:

1 e—r/a

Uyo(T) = \/_E a3/’ (8.62)
onde a é o raio de Bohr,
41y h? 1o
=— 2 =0,529 x 107m, (8.63)
me

e corresponde exatamente ao valor proposto por Bohr para o
raio da érbita no estado fundamental.

Exercicio 11.30 Prove que a fungdo u,, satisfaz a equacao
(8.49).

Podemos ainda calcular o valor esperado e o valor
mais provavel para o raio da érbita nesse caso. Temos por-
tanto que o valor esperado é dado por:

—2r/a

<T>u100 = f r|u100T1(t)|2dv: f r mald Tzsin9d6d¢dr

A (*
=—| rie*/edr= f
ma3 ), .

o] 2
E ie‘zr/“ dr:Ea. (8.64)
a3 2

Para calcular o valor mais provavel basta identificar
na ultima linha da equacéo apresentada a probabilidade de
encontrar o elétron entre r e r + dr como sendo:

4r?
Pyoo(r)dr = —5° 2r/a \dr. (8.65)
Tomando a derivada de P;4,(r) e igualando a zero che-

gamos ao valor mais provével para o raio como sendo igual
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ao raio de Bohr, a. Ou seja, o valor mais provavel de se obter
para uma medida do raio atdbmico com o sistema preparado
no estado fundamental é o raio de Bohr! A Figura 8.5 apre-
senta os gréaficos de u,, e P, como funcdo de r. Para finali-
zar, a funcdo de onda do estado fundamental ndo apresenta
dependéncia angular. Discutiremos melhor esse comporta-
mento a seguir, também considerando alguns estados exci-

tados do atomo de hidrogénio.

(b) Os estados u,, e o orbital s

Note que a funcdo de onda do estado fundamental
apresentada na secdo anterior ndo tem dependéncia angular,
possuindo uma simetria esférica. Essa serd uma propriedade
de todas as func¢des de onda com [ = 0. Fazendo um paralelo
com o que se estuda em Quimica esses estados séo Is,2s,3s

etc. tendo as seguintes func¢des de onda:
3/2

0 Do

1 /2 r o r? "
— _ _ _ - -r/sa
Usz00(T) = Wer: (a) <27 18a + 2 a2> e . (8.67)

e assim por diante.

Upgo(T) =

Fig.8.5: Funcdo de onda (a esquerda) e densidade de probabilidade
(a direita) do atomo de hidrogénio no estado fundamental, u e P,
respectivamente, com a = 1, como fungdo do raio r.

_\\ o / *\\
/ N\

04f \ 04

03f 0.4 f b
."ll
o2k oz2f |
01f ~—— 0af / .
' 1 - 1
o o

Exercicio 11.31: Prove que a funcao Uy, (1) satisfaz a equa-
cao (8.49).
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Novamente, podemos obter as fungdes P, (r) € P, (r),
que descrevem a probabilidade de encontrar o elétron entre
rer+dr, nos estados excitados descritos por u, (1) € u,(r),
respectivamente. A Figura 8.6 apresenta as funcdes densi-

dade de probabilidade para os dois casos.

Exercicio 11.32: Calcule a fungdo P, (r) e esboce o seu
grafico.

Fig.8.6: Funcdo densidade de probabilidade do 4tomo de hidrogénio no

estado excitado u,(r) (a esquerda) e u,(r) (a direita), considerandoa = 1.

o/ N\
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/
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/
004 ,"r
,r'/_\\ I,"ll
0.02 ;IA { \ /
[ \\/ al \/ L1 1 1
-] 10 15 20

Alguns comentdrios interessantes aparecem nesses
graficos. Em primeiro lugar, a Figura 8.5 apresenta um tnico
ponto de méaximo, localizado em r = a ou seja, no estado fun-
damental o “tamanho” do atomo estd préximo do raio do
Bohr. Quando o elétron recebe energia e muda, por exemplo,
para o estado excitado u,(r), com probabilidade dada pela

funcéo P, (r), agora existem dois méaximos, como podemos
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observar na Figura 8.6. O méaximo de maior amplitude esté na
regido r~5a, e esse é o tamanho aproximado do &tomo nesse
estado. Mesmo assim, existe uma possibilidade considera-
vel de encontrar o elétron a aproximadamente um raio de
Bohr do nicleo, mesmo estando ele com energia do primeiro
estado excitado! Ja para o segundo estado excitado, a regiao
mais provavel de encontrar o elétron é em torno 14a.

Finalmente, olhando a Figura 8.7, a coluna represen-
tando o orbital s, ou [ =0, esboca essa discussao.

Para encerrar essa secao é importante salientar a dife-
renca entre Orbita e orbital. O primeiro conceito é classico e
corresponde ao movimento que se observaria de uma parti-
cula, enquanto objeto classico, orbitando em torno da ori-
gem. Ja o conceito de orbital é quantico e estéd associado ao
comportamento de objetos quénticos. A representacdo na
forma de nuvem, usual em livros didéticos, busca ilustrar
como a funcdo probabilidade se distribui espacialmente,
tendo regides mais “densas” probabilidade maior que regides
menos densas.
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Fig.8.7: Orbitais atdbmicos
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Fonte: https:/pt.wikipedia.org/wiki/nimero_quéantico

(c) O orbital p

A segunda classe de funcdes de onda que vamos
explorar sdo aquelas onde [ = 1. Como [ =n-1, no minimo
devemos estar na camada L, com n =2 e energia E, =-3.4 eV.

Temos portanto trés possibilidades, u,  , u, e u,,  dadas
pelas seguintes funcdes de onda espaciais:
1N Pr o
Uyq0(1,8) = —(—) —e "W cosh,
210( ) 4\/% a a (868)
e
3/2 .

Uy 41 (1,6, 9) = # (2)

Comegando por u,, vemos que agora a funcdo de
onda passa a depender do dngulo 6 também, o que dificulta
a analise. Calculando a média de um observavel qualquer,
temos:

Ee‘r/(za)sineeﬂ‘p. (8.69)
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1 N o2
(0)u2m=ﬁ(5) O?e cos“Bdv

_ ! (1)3JOT2 " cos?r?sinfdOdgd
=32\ aze cos“r<sin ¢dr

5
L (l) [ Or*e~"cos?@sinfdfdr,

16 \a

de onde podemos identificar que a probabilidade de encon-
trar a particula na regido compreendida entre (6,r) e

(6 +db,r +dr) é dada por:
5

1 /1
P;10(0,7)d6dr = T (E) r*e "cos?@sinfdfdr.  (8.70)

A Figura 8.8 apresenta o grafico da funcao p,,,(r,6).
Para interpreta-la, note que uma vez que ndo ha dependéncia
no angulo ¢, podemos considerar, por exemplo, ¢ = 0.

Fig.8.8: Probabilidade do 4tomo de hidrogénio associada com o estado
u,,, considerando a = 1. A variével x representa a componente radial e a
variavel y, o dngulo 0.
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Podemos observar que para r = 0, independentemente
do valor de 6, a probabilidade de encontrar a particula é nula.
Em torno de r = 5 temos uma dependéncia no dngulo 0: para
06 =0 ou O = 7, a probabilidade é méxima, e para 6 = /2, é
novamente nula. Esse comportamento é esbocado na Figura

z

8.7, coluna p. Como a dependéncia em ¢ das fungdes u, ,, €
do tipo ¢, ela desaparece na probabilidade e temos para

elas um comportamento analogo ao discutido aqui.

Fica como desafio ao estudante a interpretacdo dos
orbitais d e f.

(d) Espectro de energia e impressdo digital dos dtomos

Considerando que as energias possiveis paro o atomo
de hidrogénio sdo quantizadas e dadas pela férmula (8.56),
vemos que o elétron sé pode absorver e emitir energia com
valores especificos, dados pela diferenca entre dois niveis do
espectro de energia. Experiéncias com atomos de hidrogénio
excitados ja eram realizadas no final do século XIX, e vérias
séries eram conhecidas. A Figura 8.9 apresenta os niveis de
energia do atomo de hidrogénio e as varias séries associadas
aele.

Fig.8.9: Niveis de energia do atomo de hidrogénio

______________________________________ e —— =0
48310 =6
™ i Sene de
Lt Pfund n=s
4,56%10") Série de
IJJJJ I Brackeit n=4
407 -19
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P 3,02<101)
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Balmer =2

Série de
Lyman
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8.4 O efeito de tunelamento

Considere uma particula de massa m que esteja impe-
dida de sair de uma certa regido, ou seja, que esteja presa
dentro de uma caixa. Por simplicidade resolveremos a caixa
unidimensional de comprimento L. O potencial que repre-
senta essa situacao é:

O,se 0<x<L e
V(x) = (8.71)
co,s¢e x <0 ou x=1L.

A solucdo da equacdo de Schrodinger para um
estado com autovalor de energia E, € dada por (DAS, 2012,
GRIFFITHS, 1994):

nix iEnt
P(x,t) = A,sin (—L )e_ ho, (8.72)
com
h?m?
E‘ll = n2 (m) yn= 1,2,3, e (873)

Portanto, a densidade de probabilidade de encontrar a
particula dentro da caixa é dada por

P,(x,t) = |ih, (x, t)|* = A7 sin® (nLﬂ) =P,(x) (8.74)

A Figura 8.10 esboca as probabilidades associadas
com os primeiros trés niveis de energia.

96 MECANICA QUANTICA: um curso para professores da Educacdo Basica



Fig.8.10: Densidade de probabilidade de encontrar a particula dentro da
caixa para os trés primeiros niveis de energia com L = 1.

1.0
0.8
0.6
0.4
— sinizx)
0.2 .
— sin?(2x x)

e P
—_ sinc (35 x)

Exercicio 11.33: Dada a distribuicdo de probabilidades
estaciondria apresentada, é correto afirmar que
a particula tem um movimento oscilatério den-
tro da caixa? Compare esse resultado com o
resultado esperado classicamente.

Considere agora que a particula estd sujeita a um
potencial do tipo

0,se x<0 ou x=1L e

V(x) = (8.75)
Vo,se 0<x<1L ,

com V estritamente positivo. Classicamente, uma particula
vindo da esquerda, com energia total menor que V,, ao che-
gar em x = 0 ird encontrar uma parede intransponivel, refletir
e retornar no sentido contrdrio — em outras palavras, nessa
situacdo é impossivel encontrar a particula na regiao x > 0.
Quanticamente, porém, a situacdo é diferente. Pode-se
demonstrar que existe uma probabilidade de encontrar a
particula sendo transmitida para a regido x > 0 (Figura 8.11).
Esse efeito é conhecido como efeito de tunelamento e tem
aplicacdes tecnoldgicas.
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Fig.8.11: Tunelamento quéntico

Fisica clssica T
Subindo a montanha

Fonte: Adaptacéo de figura do endereco eletronico:
http://cienciaxreligiao.blogspot.com

Finalizando essa secdo é importante frisar que no
efeito de tunelamento, a probabilidade de obter a particula
apds a barreira tem amplitude menor que antes da barreira.
Porém a energia do estado se mantém constante. Por que
isso acontece?
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Capitulo 9

Atividades propostas

1. Atividade individual extraclasse

Resolucdo do Capitulo 5

Leia atentamente o Capitulo 5 e reproduza individu-
almente cada um dos exercicios propostos. O trabalho deve
ser desenvolvido como atividade extraclasse e entregue ao
professor na aula seguinte. O debate dos principais pontos
das contas deve acontecer nessa aula.

2. Trabalho em grupo

Na sala de informética, separe a turma em grupos de
quatro alunos, e disponibilize a simulacdo para cada grupo.

[nterferometro de Mach-Zehnder Copyright (c) 2005 Fernanda
Ostermann e Sandra Denise Prado Projeto Edital Universal — 08/2004
do CNPgq.

Peca para que eles explorem todos os potenciais dis-
poniveis e escrevam os principais pontos observados na
simulacdo. Discuta todos os pontos levantados. Ao final dos



trabalhos, peca para que os alunos facam uma redacéo sobre
os pontos discutidos

3. Atividade individual extraclasse

Resolugao do Capitulo 6

Leia atentamente o Capitulo 6 e reproduza individu-
almente cada um dos exercicios propostos nela. O trabalho
deve ser desenvolvido como atividade extraclasse e entregue
ao professor na aula seguinte. O debate dos principais pon-
tos das contas deve acontecer nessa aula.

4. Debate em sala

Divida a sala em trés grupos e proponha a leitura da
discussao apresentada no Capitulo 1 da referéncia (GRIFFITS,
1994). A seguir sorteie para cada grupo uma das trés inter-
pretacdes da MQ, no que se refere a a existéncia ou nado de
uma particula antes do processo de medida: posicao realista,
ortodoxa (interpretacdo de Copenhagen) e agndstica. Um
debate entre os grupos deverd acontecer, com cada grupo
defendendo a sua interpretacdo. Ao final da atividade, o pro-
fessor deverd ponderar os principais pontos levantados e
avaliar os grupos.

5. Trabalho individual

Utilizando a referéncia (RICCI; OSTERMANN, 2003),
responda as seguintes perguntas

Pl. Como vocé definiria um objeto classico? E um
objeto quantico?

P2. Descreva o que vocé entende por particula no con-
texto classico e no contexto quantico.
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6. Atividade individual extraclasse

Resolugdo do Capitulo 8

Leia atentamente o Capitulo 8 e reproduza individu-
almente cada um dos exercicios propostos nela. O trabalho
deve ser desenvolvido como atividade extraclasse e entregue
ao professor na aula seguinte. O debate dos principais pon-
tos das contas deve acontecer nessa aula.

7. Trabalho em grupo

Divida a sala em grupos de quatro alunos e peca para
que eles construam um mapa conceitual sobre os formalis-
mos classico e quantico para a Mecanica.

8. Trabalho em grupo

Na sala de informética, separe a turma em grupos de
quatro alunos, e disponibilize a simulacao <http://phet.colo-
rado.edu/en/simulation/legacy/hydrogen-atom> para cada
grupo.

Peca para que eles explorem todos os modelos atomi-
cos disponiveis e escrevam os principais pontos observados
na simulacdo. Em particular, interprete o modelo de orbitais
apresentado. Discuta com os alunos sobre todos os pontos
levantados. Ao final dos trabalhos, peca para que os alunos
facam uma redacéo sobre os pontos discutidos.

9. Trabalho em grupo

Na sala de informética, separe a turma em grupos de
quatro alunos, e disponibilize a simulacdo <http://phet.colo-
rado.edu/pt/simulation/tunneling> para cada grupo.

Peca para que eles explorem todos os potenciais dis-
poniveis e escrevam os principais pontos observados na
simulagdo. Discuta sobre os pontos levantados. Ao final dos

Atividades propostas 101



trabalhos, peca para que os alunos facam uma redacéo sobre
os pontos discutidos

10. Trabalho Individual

Pesquise exemplos de aplicacdes tecnoldgicas do
tunelamento. Cada estudante devera trazer pelo menos uma
aplicacao tecnoldgica. As atividades pesquisadas deverao ser
listadas no quadro branco e discutidas em sala de aula por
todos.

11. Trabalho em grupo

Separe a turma em grupos de quatro alunos. Cada
grupo devera construir uma sequéncia didética para o ensino
médio explorando um dos tépicos vistos nesta unidade. A
escolha do tépico fica a critério do grupo. Sugestdes de ativi-
dades a serem incorporadas na sequéncia didatica:

- simulacdes do PHET-COLORADO - para cada simu-
lacdo existem sugestdes de atividades a serem
desenvolvidas com os alunos que podem ser apro-
veitadas na sequéncia didatica;

- artigos em revistas voltadas para o publico de ensino
médio, como Mundo Estranho, Super Interessante etc.;

- artigos de revistas voltadas para professores, como
Revista Brasileira do Ensino de Fisica, Fisica na Escola etc.

- Textos de apoio ao professor, da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.
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Parte Il

Mais aplicagoes

as duas unidades anteriores, estudamos aspectos

gerais de Mecanica Quantica, desde a discusséo das

primeiras observagdes experimentais que ndo eram
condizentes com uma explicacido “classica”, passando pela
revisdo de aspectos matemaéticos e finalmente chegando nos
postulados da MQ e algumas aplicacdes basicas. Nessa uni-
dade final do livro, buscaremos discutir algumas aplicacdes
modernas desse formalismo, em particular a computacéo
quantica. Para isso, iniciaremos com a discussao do spin do
elétron para a seguir abordar o paradoxo EPR (EINSTEIN et
al., 1935) e finalmente discutir computacgdo quantica.






Capitulo 10

Spin

sse capitulo apresenta a discussdo do conceito quan-

tico spin. Alguns livros introdutérios de Fisica Moderna

utilizam uma visdo semicléssica de spin, por meio de
uma analogia com particulas carregadas em movimento de
rotacdo em torno de um eixo genérico. Essa concepcéo pode
levar o estudante um pouco mais perspicaz a questionamen-
tos ndo cabiveis de explicacdo no contexto da fisica classica.
Além disso, ela vai contra a abordagem deste livro, que é a de
nado buscar analogias classicas no entendimento de fendme-
nos quanticos. Relembrando o que discutimos até agora, um
esforco foi feito no sentido de diferenciar comportamentos
cléssicos, associados com objetos ditos classicos, de com-
portamentos quéanticos, associados com objetos quanticos.
Assim, estudamos, por exemplo, o atomo de hidrogénio, que
enquanto objeto classico, ndo pode existir. Ja no formalismo
da MQ, analisamos o conceito de orbital, diretamente ligado
a probabilidade de encontrar o elétron nas diferentes regides
do atomo apds o processo de medida.

O spin, entretanto, é uma propriedade das particulas
subatdmicas muito especial: ndo ha como explica-la usando
conceitos de fisica cldssica. Sua analogia com momento



angular é puramente matemaética: os operadores que des-
crevem o spin e o momento angular satisfazem relacdes de
comutacdo (conforme discutido na secdo 6.3) semelhantes.
E a semelhanca entre esses dois conceitos acaba ai! Nesse
capitulo apresentaremos a discussdo de spin e sua repre-
sentacdo matematica, para isso utilizando o sistema de dois
niveis.

10.1 O experimento de Stern-
Gerlach e o spin do elétron

Iniciaremos o estudo do sistema de dois niveis com
a andlise da experiéncia de Stern-Gerlach, utilizando como
referéncia a discussdo apresentada por Gomes e Pietrocola
(2011). Proposta por Stern em 1921, e realizada em parceria
com Gerlach, a experiéncia tinha como objetivo determinar
se o momento angular dos &tomos era quantizado (conforme
a hipdtese de Bohr) ou ndo. O procedimento experimental
consistia em lancar um feixe de 4&tomos em uma direcao per-
pendicular ao gradiente de variacdo de um campo magnético
nao uniforme produzido por um ima. Apds passarem pela
regido de campo magnético, os atomos se depositariam em
uma placa coletora.

Classicamente (caso a particula tivesse momento
angular ndo nulo) esperava-se que ocorresse uma deflexdo
na direcdo do gradiente de variacdo (normalmente a dire-
cdo ) formando uma distribuicdo continua de particulas ao
longo da placa coletora.

Exercicio 111.1: Utilizando a referéncia (GRECA,;
HERSCOVITZ, 2002), analise classicamente o
comportamento esperado para o feixe de dtomos
ao passar pelo experimento de Stern-Gerlach.

Porém, ao se fazer a experiéncia ndo foi esse o resul-
tado encontrado. Observou-se que o feixe de particulas inicial
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se dividia em dois ao passar pelo ima, sendo portanto detec-
tado na placa coletora somente em duas regides. Na época,
Stern e Gerlach acreditaram que essa seria a comprovacao
de que o momento angular das particulas fosse discretizado,
segundo havia previsto Bohr.

Sé existia um problema, que na época ndo era conhe-
cido. O dtomo utilizado na experiéncia foi o de prata, que
possui o elétron de valéncia na camada 5s. Seus nimeros
quanticos sdo, portanto: n=5, [=0 ¢ m=0. Ou seja, 0 momento
angular orbital do &tomo de prata € nulo (por qué?). De fato,
quem é o responsavel por esse comportamento é uma outra
propriedade do atomo (ou de seu elétron de valéncia), o
spin. Embora nado fosse esse o objetivo de Stern ao propor
a experiéncia, o que de fato os dois cientistas mediram foi
o alinhamento do spin do elétron de valéncia com o campo
magnético do ima. Vale salientar que o conceito de spin e
seu uso na interpretacdo da experiéncia de Stern-Gerlach sé
aconteceram alguns anos depois da apresentacdo dos resul-
tados (GOMES; PIETROCOLA, 2011).

Para entender o conceito de spin, vamos inicialmente
olhar para o momento angular. Classicamente, sua definicdo
é dada por:

L=7xp=(yp, —zpy)i + (zpx — xp,)j + (xpy —yp)k,  (10.1)

onde 7 e p sdo respectivamente, os vetores posicao da par-
ticula em relacdo a um ponto de referéncia e seu momento
linear.

Na construcdo do formalismo quéntico, as compo-

nentes do operador momento angular sdo portanto escritas
como:

0 ad
L= —in(yg;~ @)'
(10.2)
. 0 d
L, = —ih (za——x&),
A d 9]
L, = —ih (x@—ya)
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O comutador das componentes do momento angular
pode ser calculado considerando-se uma funcéo teste f, ou
seja:

L) =0{(v 5~ 23.) (3= 5) - (373 (35 33)

o Lylf = Y9z Z@y “ox Yoz ox ~ *az)\V oz Zay f.
O calculo envolve somente derivadas e apds algumas

manipulacdes algébricas, pode-se demonstrar que

[L.,L,1f = ihL, (10.3)

De maneira andloga podemos obter:

~ ~

[Zy' Zz]f = ihzx' [Lz Lelf = ihzy' (10.4)

Exercicio 111.2: Obtenha as equacdes (10.3) e (10.4).

Uma consequéncia direta desse resultado é que os
observaveis L, L, e L, sdo quanticamente incompativeis e
ndo podem ser medidos simultaneamente.

Exercicio 111.3: Utilizando a referéncia (GRECA et al.,
2001), discuta o conceito quéantico de observa-
veis incompativeis e sua relagdo com o Principio
da Incerteza.

Voltando ao experimento de SG, o novo compor-
tamento observado nos elétrons tem semelhancas com o
comportamento do momento angular. Na verdade tem duas
grandes semelhancas: a incompatibilidade das medidas nas
diferentes direcdes espaciais, e o fato de ser afetado pelo
campo magnético externo ndo uniforme, no caso, do ima.
Porém tem uma grande diferenca: ndo existe eixo de simetria
em torno do qual o elétron estaria girando de forma a gerar o
momento angular. Assim, qualquer analogia do que chama-
remos de spin com uma rotacao do elétron em torno de um
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eixo caira fatalmente em inconsisténcia. A semelhanca do
spin com o momento angular é puramente algébrica. Pode-se
demonstrar que o operador quantico que descreve o spin do
elétron (S) satisfaz relacdes de comutacdo semelhantes as
que o operador momento angular satisfaz, ou seja:

[S., S,1f = ihS,,[S,,S,1f = ihS,, [S,. S, 1f = ihS,.  (10.5)

Toda particula elementar tem um valor fixo de spin.
Particulas com spin semi inteiro sdo ditas férmions e obede-
cem o principio de exclusdo de Pauli (OLIVEIRA, 2010). Um
exemplo sdo os elétrons, que tem spin 1/2. Isso significa que
as Unicas medidas possiveis das projecdes do spin do elé-
tron sdo +1/2. Considerando mais esta propriedade, o elétron
preso no atomo de hidrogénio passa a ser caracterizado por
quatro nimeros quanticos: n, [, m, m_.

Em um cristal, onde os elétrons estdo “presos” em
lugares bem definidos eles sdo aproximadamente caracte-
rizados somente pelo seu nimero quantico de spin. Nesta
configuracdo, o espaco vetorial que descreve o elétron quan-
ticamente tem dimensdo dois. Uma possivel base nesse
espaco é dada pelos estados I+) e |-). Esta base pode ser pen-
sada como estando associada com as duas projecdes do spin
do elétron em relagcdo a um campo magnético externo. Nesse
caso, qualquer vetor nesse espaco pode ser escrito como
uma combinacdo linear de elementos da base, e em tese
pode representar um estado fisico para o elétron no cristal.

Exercicio 111.4: Considere que o estado:

[v) =al+)+ Db |-),

representa um estado fisico para um elétron preso em um
cristal. Discuta o seu significado fisico.

Na experiéncia de SG, por exemplo, a interacao do spin
do elétron de valéncia com o campo magnético faz com que
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os atomos de prata sofram a deflexdo ao passar pelo apa-
rato experimental: amos com spin +, sdo defletidos para cima
e atomos como spin — sao defletidos para baixo. O aparato
de SG mede portanto a componente do spin na direcdo do
campo magnético aplicado.

10.2 Particulas de spin 2 e sistema de dois niveis

Na secdo anterior, estudamos o comportamento de
elétrons na presenca de campos magnéticos externos. O
comportamento observado para os elétrons na verdade é
mais geral, e pode ser observado em todas as particulas com
spin 1/2.

Para caracterizar o “grau de liberdade” de spin destas
particulas, utilizamos um espaco vetorial de dimensdo 2.
Uma base nesse espaco pode ser construida considerando
os autoestados do operador S, (sem perda de generalidade
poderfamos considerar os operadores S, ou S, obtidos da
relacéo:

S14) = +314) (10.6)

Na forma matricial, os estados |+) e |-) sdo representa-
dos respectivamente por

+H=). =), (10.7)

e os operadores $,,5, e S,
S =3 oS =30 9)8=3(0 ) w0y

Exercicio 111.5: Calcule as relacdes de comutacdo entre
SeS, e S,: e compare com os valores encontra-
dos para o momento angular orbital.
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Nesse espaco, um estado qualquer pode ser represen-
tado por uma combinacdo linear dos autoestados de §,, ou
seja,

v = (}) = a(cl)) +b (2) —al+) +b|-). (10.9)

Isso significa que se prepararmos um feixe de N elé-
trons todos no estado lv), e submetermos esses elétrons a
um aparato de SG na direcdo z entdo, em média, lal> x N deles
irao defletir para cima, e |bI> x N deles irdo defletir para baixo
(com lal> + 161> = 1).

Exercicio 111.6: Considere o estado:

£ <1/2 ) (10.10)

1
v =314 +5 19 =( 5,

Ao prepararmos um feixe com 100 elétrons
nesse estado de spin e passarmos esse feixe
pelo aparato de SG na direcdo z, quantos
deles irdo defletir para cima? E quantos irdo
defletir para baixo?
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Capitulo 11

O artigo EPR e
computag¢do quantica

mbora a formulacdo matematica da MQ estivesse esta-

belecida ja no inicio da década de 1930, o seu cara-

ter probabilistico ainda gerava desconforto em varios
fisicos. No ano de 1935, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR)
apresentaram um argumento de que a MQ seria uma teoria
incompleta (EINSTEIN, 1935). Para tanto, eles propuseram
um estado quantico especifico, um caso particular de uma
classe de estados possiveis na teoria, hoje conhecidos como
“estados emaranhados”. Esses estados apresentam carac-
terfsticas ndo locais, ferindo os principios da Relatividade
Especial, o que foi considerado por eles um forte indica-
tivo de que a formulacdo da MQ tinha problemas. Durante
décadas esses estados, muito embora previstos na teoria,
nado foram detectados experimentalmente. Somente a partir
da década de 1980 é que as primeiras experiéncias compro-
vando a existéncia de estados emaranhados foram realiza-
das (ASPECT, 1981, 1982). Hoje o emaranhamento quéantico é
um dos principais aspectos conceituais da MQ utilizados no
desenvolvimento de uma nova area de pesquisa aplicada, a



da computacdo quéantica (NIELSEN, 2000; BOUWMEESTER,
2000; PIZZA, 2009).

Nesse capitulo final, apresentaremos os principais
conceitos associados com a construcdo de estados emara-
nhados: o principio da superposicado e a definicdo de siste-
mas compostos para, a seguir, apresentar o paradoxo EPR,
as desigualdades de Bell e finalmente discutir as aplicacdes
tecnoldgicas. Utilizaremos como texto de apoio o trabalho de
conclusdo de curso de graduacdo de Costa (2011).

11.1 O Principio da Superposi¢io

O primeiro conceito que iremos discutir buscando
entender o paradoxo EPR é o Principio da Superposicao de
Estados Quénticos. Esse é um dos principios fundamentais
da MQ, e a sua existéncia torna essa teoria intrinsicamente
diferente da Mecanica Cléassica (GRECA et al., 2001). O prin-
cipio estabelece que “dados dois estados possiveis para um
objeto (ou sistema) quantico, entdo a combinacdo linear
deles também é um estado possivel”.

E claro que o significado da existéncia desse estado de
superposicdo quantico nao é trivial. Existem diversas inter-
pretacdes do que ele representa, e a discussdo da experién-
cia mental proposta por Schrodinger em 1935, e que ficou
conhecida como paradoxo do gato de Schroedinger, é um
exemplo classico de como é dificil chegar a um consenso do
que significa esse estado superposto.

Exercicio 111.7: Usando as referéncias (SOARES, 2008;
GRECA et al., 2001, GRECA; HERSCOVITZ, 2002),
discuta o paradoxo do gato de Schroedinger.

Apresentamos ao longo do texto algumas situacdes
nas quais o principio da superposicdo de estados se manifes-
tava. No estudo do IMZ, por exemplo, vimos que ao diminuir
a intensidade do feixe de luz incidente, de forma a alcancar o
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regime quantico, no qual apenas um féton chegava ao detec-
tor por vez, ao passar pelo semiespelho, o estado do féton
tornava-se uma combinacdo linear dos estados LI que repre-
sentavam os dois caminhos disponiveis. Ainda assim, isso
nao significava dizer que o féton estava em algum caminho
entre os dois possiveis. Aguiar (2015) apresenta uma boa dis-
cussédo do significado desse estado.

Mais a frente, no estudo do spin do elétron, com o uso
do experimento de Stern-Gerlach, discutimos novamente
estados superpostos. Por exemplo, o estado representado
pelo vetor (10.9) implica na observacao experimental, asso-
ciada com o aparato de SG, das probabilidades de deflexao de
elétrons pelo ima. Note o cuidado que tomamos com a dis-
cussdo do significado desses estados antes do processo de
medida. Diferentes interpretacdes da MQ implicam em dife-
rentes significados para o estado superposto. Na interpreta-
cao ortodoxa, “[...] ndo faz sentido perguntar por qual dos
bracos passa o féton no interferdmetro (de Mach-Zehnder)”.
Ja na versdo ondulatdria, “ndo é o féton, como particula que é
separado no primeiro separador de feixes (no interferdmetro
de Mach-Zehnder), é a sua funcédo de onda que é dividida em
duas” (RICCI; OSTERMANN, 2003).

11.2 Sistemas simples e compostos e paradoxo EPR

Para entender o paradoxo apresentado por EPR, preci-
samos entender mais uma peca nesse grande quebra-cabeca,
que é a definicdo de sistemas simples e compostos.

Sistemas simples sdo caracterizados por um UGnico
“grau de liberdade”. Por exemplo, uma particula quéntica
pontual possui um Unico grau de liberdade de translacdo.
Uma particula localizada (presa em uma rede cristalina) com
spin possui também um tnico grau de liberdade. Ao grau de
liberdade do sistema associamos um vetor de estado em um
espaco de Hilbert. No caso da particula pontual, esse espaco
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de Hilbert tem dimenséao infinita e o estado da particula é
caracterizado pelo vetor [ (t)), ou de sua projecdo na base
coordenada, Y (7,t) =(7|), a funcdo de onda. No caso do
spin, o espaco de Hilbert tem dimenséao 2, e vetor de estado
pode, por exemplo, ser representado na base |£) como a
decomposicao (10.9).

Sistemas compostos possuem dois ou mais graus
de liberdade. Um exemplo de sistema composto é aquele
formado por duas particula pontuais. Considerando #, o
espaco de Hilbert da particula 1, com uma particular base
ortonormal {{m™)} e #,, o espaco de Hilbert da particula
2, com uma particular base ortonormal {|n®)}, o espaco de
Hilbert do sistema composto, H, é definido como o produto
tensorial dos dois espacos,

H=H, QH,. (11.1)

A dimensao desse espaco serd o produto das dimen-
sOes dos espagos H, € H,, € uma base nesse espaco pode
ser obtida como:

{Im®) @ [n®)}. (11.2)

Considerando dois vetores de H', e #{, respectiva-
mente dados por:

$0) = D HIm®), 6@y = ) yP®) (113

podemos construir vetores no espaco produto de duas
formas:

1. Estados separdveis

Nesse caso, o vetor no espaco produto é obtido como
o produto de pares |¢p™) @ |p?), e portanto:

) =|p®) @ |¢p@) (11.4)
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- (Z V&”Im“)))
® (Z s |n<2>>)

= Zn,m y(l)y(z) |m(1)n(2)>

Ainda no sistema composto por duas particulas pon-
tuais, um exemplo de estado separavel é

W= %(“mz(z)) +|103@)))

1
= ﬁh(”) ® (|2@) +3@), (11.5)

onde a particula (1) se encontra no estado |1V}, e a particula
(2) no estado 12%) + [3). Em outras palavras, o estado do
sistema composto fatora no produto de estados individuais
pertencentes aos respectivos espacos vetoriais.

2. Estados emaranhados

Considere agora um vetor no espaco produto obtido
como a seguinte combinacao linear:

o) = aly) + BIS), (11.6)

onde ly) e I€) sdo vetores do tipo (11.4). Novamente conside-
rando o sistema composto por duas particulas pontuais, um
exemplo de um estado desse tipo é dado por:

1
o) = Ti(|1<l)2(2>) +201@y), (11.7)

e o estado do sistema composto nado fatora no produto de
estados individuais pertencentes aos respectivos espacos
vetoriais dos sistemas simples. Estados do sistema com-
posto que ndo podem ser fatorados em estados de seus sub-
sistemas sdo ditos estados emaranhados.
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A dindmica do sistema composto também é gover-
nada pela equacdo de Schrodinger. Agora, porém, o estado
do sistema pertence ao espaco de Hilbert produto, H';

Quando ndo ha interacdo entre as particulas, a hamil-

toniana do sistema composto no espaco de Hilbert produto
é construida como sendo:

AH=0Q®1,+1, ®H,, (11.8)

onde 1;(i = 1,2) representa o operador identidade no espaco
de cada particula. Nesse caso, se o estado inicial do sistema
é separavel, ele continuaré evoluindo separadamente.

Por outro lado, quando existe um termo de interacdo
entre as particulas no sistema composto,

em geral, mesmo que o estado inicial seja separavel, com o
decorrer do tempo ele se tornara emaranhado.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de estados
emaranhados.

1. Duas particulas localizadas de spin 1/2

Considere duas particulas pontuais localizadas de
spin 1/2. O espacgo de cada particula terd dimenséo 2 e uma
base possivel nesse espaco é dada pelos autovetores do ope-
rador 5’2 . Uma base no espaco produto pode, portanto, ser
escrita como:

U++ul+=hl=+nl=-)} (11.10)

Assim, o hamiltoniano do sistema composto é escrito

g

- ~ a, .. N o e
H =—5(1) Q1@ +?21(1) ®Sz(2) -I-F.S'(l) .§@ (11.11)
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onde a; (i =1,2) e g sdo constantes associadas com a inte-
racdo dos spins com o campo magnético externo e entre si,
respectivamente. Para achar os estados acessiveis ao sistema
composto, precisamos calcular os autoestados do hamilto-
niano. Pode-se demonstrar que os estados |++) e |- =) sédo
autoestados do hamiltoniano separaveis (ou ndo emaranha-
dos) satisfazendo:

. +

HI++>=(a12a2+%)|++), (11.12)
e

~ a, +a

HI——)=(— 12 2+%)I——)- (11.13)

Além dos dois autovetores anteriores, existem mais
dois autovetores emaranhados dos estados |+ =) e |- +),
escritos como:

|EL) = fi(ay, az, 9| + =) + fa(ag, az, @)l — +), (11.14)

|E_) = fi(ay, a5, @)+ =) — fa(ap, az, 9 — +), (11.15)

onde f, e f, sdo fungdes especificas. Em particular, quando
a, = a, 0os autoestados emaranhados tornam-se:

1
IBl)_E(H_H'_ﬂ)’ (11.16)
e
1
IBs)=E(I+—)—I—+>)- (11.17)

Esses estados sdo dois dos quatro estados conhecidos
como estados de Bell e terdo papel importante na discussao
de emaranhamento quéantico.
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2. For¢a dependente da distdancia entre as particulas

Considere duas particulas pontuais de massa m, e
m, sem spin sujeitas a uma forca de interacdo cuja energial
potencial é do tipo:

a

Vin -7 = -5 (11.18)

A hamiltoniana do sistema composto é escrita como:

2

=Pl gl 41, @l —— ¢ (11.19)
2m, 2m, |1 Q®1,—-1,Qn|

e o estado do sistema composto é emaranhado’.

Com o conceito de sistemas simples e compostos dis-
cutido, bem como o Principio da Superposicdo, finalmente
podemos analisar o artigo EPR. Um dos pontos levantados no
trabalho é a necessidade de duplicacdo do espaco de Hilbert
na construcdo dos sistemas compostos, propriedade essa
sem analogo cléssico. De fato, essa caracteristica “algébrica”
da teoria traz consequéncias profundas na interpretacao da
MQ, se somadas aos postulados basicos. Especificamente,
permite a construcdo de estados emaranhados, que néo
podem ser fatorados como o produto dos estados individu-
ais de cada um dos subsistemas que compdem o sistema
composto.

Apresentaremos agora a discussdo proposta por EPR
sobre as profundas consequéncias da existéncia desses esta-
dos na MQ. Para entender os argumentos apresentados no
artigo, precisamos inicialmente definir alguns pré-requisitos.

1. Definicdo de Realidade Fisica: Se, sem perturbar o sis-
tema, pudermos predizer com certeza (ou seja, com probabili-
dade igual a 1) o valor de uma certa quantidade fisica, entdo

7 Na resolucédo do d&tomo de hidrogénio apresentada em aulas passa-
das, desprezamos o movimento do nicleo do &tomo de hidrogénio e
consideramos somente o sistema simples do elétron sujeito a uma
forca central. Caso tivéssemos considerado o seu movimento, terfa-
mos a situacdo apresentada para resolver.
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existe um elemento da realidade fisica correspondendo a essa
quantidade.

2. Definicdo de Teoria Completa: Se uma teoria é com-
pleta, entdo todo elemento da realidade fisica possui um cor-
respondente nessa teoria.

3. Definicdo de Localidade: Elementos da realidade referen-
tes a um sistema ndo podem ser afetados por medigoes a dis-
tdncia em um outro sistema.

Embora ndo tenha sido esse o exemplo de estado
emaranhado utilizado no artigo EPR, por questdes didati-
cas vamos considerar o exemplo utilizado por Bohm (1951).
Considere um sistema composto por dois elétrons no estado
emaranhado |B,), conhecido como estado singleto. Bohm
propde realizarmos a medida do spin dos dois elétrons na
direcdo z segundo o aparato apresentado na Figura 11.1.

Fig.11.1: Aparato proposto por David Bohm para discutir o artigo EPR

s
inghaks

— 0 +‘th;l = P —
" LI} VT

Partindo da origem O, dois elétrons no estado ema-
ranhado |B,) partem em sentidos opostos, em direcio a dois
aparatos de SG, respectivamente SG1 e SG2. Segundo a MQ,
o operador no espaco produto que representa o sistema
composto é dado por:

~ (1 A (2
$, V08, (11.20)
Portanto, o valor esperado da medida do opera-
dor apresentado no estado singleto é representado por
8,15, ® 3, |B,), e pode-se demonstrar matematicamente
que
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815, ®3,”B)y = 1. (11.21)

Esse resultado tedrico tem a seguinte interpretacao,
observada experimentalmente. Se a particula 1 é detectada
com spin +, entdo instantaneamente, a particula 2 é detectada
com spin —. Agora, se a particula 1 é detectada com spin —,
entdo instantaneamente, a particula 2 é detectada com spin +.

Em outras palavras, esse aparato permite predizer
com certeza a projecao do spin da particula 2, sem perturbar
o seu estado. Portanto, essa quantidade fisica é, segundo a
definicdo EPR, um elemento da realidade fisica. Pelo mesmo
tipo de argumento podemos afirmar que as projecdes do
spin da particula 2 nas dire¢os x, y também sdo elementos de
realidade fisica. Porém, os operadores que representam na
MQ esses elementos de realidade fisica, $2,8% e & nao
comutam e, portanto, ndo podem ser simultaneamente bem
definidos. Assim, esses elementos de realidade fisica nédo
posssuem simultaneamente um correspondente na teoria e

a MQ é uma teoria incompleta segundo a definicdo EPR.

Além disso, o fato da medicdo da projecao do spin na
direcdo z da particula (1), segundo a MQ com probabilidades
iguais de se obter os valores + e —, instantaneamente propa-
gar essa informacdo para a particula (2) faz com que a teoria
seja também né&o local, sendo essa informacdo propagada
a velocidade infinita e ferindo os principios da Relatividade
Especial de Einstein (COSTA, 2011).

11.3 Desigualdades de Bell

Em 1964, tomando como base a discussdo apresen-
tada por Einstein sobre a incompleteza da MQ, Bell utilizou
a ideia de novas varidveis, as variaveis ocultas, para demons-
trar a primeira de suas desigualdades. Tais desigualdades sédo
uma maneira de detectar se um estado quantico é emara-
nhado ou nao.
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As variaveis ocultas sdo representadas por um parame-
tro A e uma distribuicdo de probabilidade p(L) satisfazendo:

[ p(yda = 1. (11.22)

Com o uso dessas variaveis, Bell propde que o resul-
tado das medidas do spin da particula (1) na direcdo @ e do
spin da particula (2) na direcdo b sejam representados res-
pectivamente por:

A(@, 1), B(b, 1) (11.23)

A medida dos dois spin no espaco conjunto é repre-
sentada por:

A(d@,)B(b, 1), (11.24)

e o valor esperado dessa quantidade no estado singleto é
escrito como:

(A(d,A)B(B,A)):Jp(A)A(a,A)B(B,A)d/lz—a-E (11.25)

N&o vamos entrar em detalhes da demonstracdo da
desigualdade. Considerando a,b e ¢ trés direcdes quaisquer
sobre as quais se projetam os spins dos elétrons, entédo a
desigualdade de Bell pode ser escrita como:

{A(@, D)B(b, 1)) — (A@ DBE D) < 1+(AB,DBE ), (11.26)
ou seja,
|-d-b+d-é<1-Db-¢ (11.27)

que é uma das desigualdades de Bell. Em geral, pode-se
demonstrar que um estado quéntico estd emaranhado se ele
viola uma desigualdade de Bell. As desigualdades de Bell
foram utilizadas por Aspect na deteccdo experimental de
estados emaranhados (1981, 1999).
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11.4 Computagido Qudantica

A possibilidade de construcdo de computadores quan-
ticos comecou a aparecer na comunidade cientifica na década
de 1980, com as discussdes de varios cientistas, entre eles
Richard Feynman (1982) e David Deutsch (1985). Tais compu-
tadores sdo conceitualmente diferentes dos atuais, os quais
usam transistors, e carregam informagdo em “bits” unitérios,
que podem assumir somente dois valores, ou estados, defi-
nidos como zero e um. Computadores quéanticos, por outro
lado, usam o conceito de “bit quantico”, ou QUBIT, que pode
existir em estados simultdneos de zero e um, ou seja, esta-
dos que sdo superposicdes quanticas dos estados zero e um
(GRECA; HERSCOVITZ, 2002). A seguir apresentamos alguns
aspectos matematicos envolvidos nessa discusséo.

Considerando o sistema composto considerado por

Bell, formado por duas particulas de spin 1/2 emaranhadas,
podemos construir quatro estados:

1
|B1) = E(H +)+ =),

1
|B,) = ﬁ(lﬂ +1-),

1
|B3) = E(IH — =N,

1
|Ba) :ﬁ(l ++)—|—-),

que formam uma base no espaco de Hilbert do sistema com-
posto. Considere, agora, que o sistema composto esta no
estado de Bell IB)). Aplicando o operador SV 1@ em IB,)
temos:
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(5 @ 1)1 = (5 @ 1®) =+ +) +1- -

_ %[(SZ“)H)) ® 14+ (51-) ®@ 1)

=50 ++) —1==-) =1By)

Assim, atuando somente no subsistema (1) alteramos
o estado do sistema composto, transmitindo duas “informa-
coes” operando localmente em apenas uma particula. Essa
é a base conceitual que esté por tras da ideia de teleporte e
computacdo quantica. Existe um protocolo de transferéncia
de informacdo, no qual cada um dos estados de duas parti-
culas é representado por um dos elementos da base {|B;)}
. Esse processo é conhecido como codificacdo superdensa
(BENNETT; BRASSARD, 1984).

Conforme ja dissemos, os primeiros resultados experi-
mentais dos estados emaranhados foram realizados no inicio
da década de 1980. Na época, Aspect (1981) e colaborado-
res analisaram a polarizacdo de pares de fétons emitidos
em uma cascata atdbmica radiativa de célcio. No final dessa
década, novos resultados foram encontrados utilizando
fétons ultravioleta.

A preservacdo de estados emaranhados ja foi obser-
vada em até dez quildmetros de distancia (TITTEL et al., 1998).
O Laboratério de Manipulagdo coerente de dtomos e luz do
Instituto de Fisica da USP realiza experiéncias de correlacdes
quanticas entre feixes de luz coerente (VILLAR et al., 2005).
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Capitulo 12

Atividades propostas

1. Atividade individual extraclasse

Resolugdo do Capitulo 10

Leia atentamente o Capitulo 10 e reproduza individu-
almente cada um dos exercicios propostos nela. O trabalho
deve ser desenvolvido como atividade extraclasse e entregue
ao professor na aula seguinte. O debate dos principais pon-
tos das contas deve acontecer nessa aula.

2. Trabalho em grupo

Na sala de informética, separe a turma em grupos de
quatro alunos, e disponibilize a simulacdo

SPINS (SCHROEDER, 1993) — Simulagdo em JAVA, desen-
volvida por Mclntyre (2014a), baseada em uma versdo original para
Macintosh, conhecida como SPINS, que simula o experimento de SG.

Agora peca para cada grupo preparar o sistema con-
forme a Figura 12.1.



Fig.12.1: Experimento de SG — simulac&o |
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Fonte: adaptacdo de (MCINTYRE, 2014b).

A seguir os grupos devem realizar a simulacéo,
enviando 10 atomos e registrando na Tabela 12.1 o nimero
de dtomos orientados para cima na segunda linha, segunda
coluna. Os grupos devem repetir o procedimento dez vezes,
preenchendo as linhas seguintes da coluna 2.

Tabela 12.1: Experimento de SG — simulagéo 1

No. de Atomos 10

1000 10000

Dados

(N=10)

=l

O

0, /P

Fonte: Adaptacdo de (MCINTYR E, 2014b).

A seguir eles devem responder as perguntas a seguir:

¢ Na primeira medida, quantos &tomos se orientaram

para cima®?
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e Nesse caso, qual seria a probabilidade de encontrar
um atomo para cima em um processo de medida?

¢ E na segunda medida? Como vocé interpreta isso?

e Qual o valor médio da medida do spin do dtomo
para cima apds dez observacdes desse processo
(ver MCINTYRE, 2014b). Com base nas dez obser-
vagoes, qual a probabilidade de encontrar o &tomo
orientado para cima?

Os grupos devem repetir a anélise, para preencher
todos os dados da tabela, agora considerando a simulacdo
com 100, 1000 e 10000 atomos.

3. Trabalho em grupo

Na sala de informética, separe a turma em gru-
pos de quatro alunos, e disponibilize a simulacdo SPINS
(SCHROEDER, 1993). Agora peca para cada grupo preparar o
sistema conforme a Figura 12.2, itens (a), (b) e (c) e realizar as
simulacdes. Usando a referéncia (SAKURAI, 1994), os grupos
devem discutir os resultados encontrados.

4. Atividade individual em sala:

Video national Geography — Além do Cosmos — MQ.

Discussdo em sala: o video aborda conceitualmente
possiveis aplicacdes da MQ. Com base nesse material e no
material apresentado em aula, escreva um texto resumindo
os principais aspectos de Computacdo Quantica.
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Figura 12.2: Experimento de SG — simulacao 2
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Fonte: adaptacdo de (MCINTYRE, 2014b)
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